Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2009  with  funding  from 

University  of  Ottawa 


http://www.archive.org/details/leonssurlesapp01cauc 


\  . 

V 


LEÇONS 


SUR 


LES  APPLICATIONS  DU  CALCUL  INFINITESIMAL 

A  LA   GÉOMÉTRIE. 


Ouvrages  de  M.  Augustin-Louis  CAUCHY, 

(jui  se  trouvent  che^  les  mêmes  Libraires. 

Cours   d'analyse   de   l'Ecole  royale  polytechnique.  —  Paris.   Imprimerie  royale, 

1 826  ;  111-8."  ,  br.  Tome  I." 6''  00' 

RÉSUMÉ  des  Leçons  données  à  l'Ecole  royale  polytechnique  sur  le  Calcul  infinité- 
simal. —  Paris.  Imprimerie  royale,  1823  ;  in-4.",  br.  Tome  I."^"^ 5.  00. 

MÉMOIRE  sur  les  Intégrales  définies  prises   entre  des  limites  imaginaires.  —  Paris  , 

1825.  In-q.",  br.  de  68  pages 3.   50, 

MÉMOIRE  sur  l'analogie    des  Puissances   et  des  Différences,  et  sur  l'intégration  des 

Equations  linéaires.  —  1825.  Grand  in-4.°  ,  contenant   12  pages 2.  00. 

Ce  Mémoire   est  lithographie. 

Exercices   de  Mathématiques.  —  Paris.   In -4.°,   br.  —  Cet   ouvrage  se    publie   par 
livraisons ,  qui  se  succèdent  à  des  époques  peu  éloignées  les  unes  des  autres.    Les 
six  premières  livraisons  de    l'année  1826  ont  déjà  paru. 
Prix  de  chaque  livraison  des  Exercices i.    50. 


LEÇONS 


SUR 


LES  APPLICATIONS  DU  CALCUL  INFINITÉSIMAL 


A  LA  GÉOMÉTRIE; 


Par  m.  Augustin-Louis  CAUCHY  , 

ISCENIEL-R  EN  CHEF  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES,  PROFESSEUR  D'ANALYSE  À  l'ÉCOLE  ROYALE  POLYTECHNIQUE  , 
PROFESSEUR  ADJOINT  À  LA  FACULTÉ  DES  SCIENCES,  MEMBRE  DE  l'ACADÉMIE  DES  SCIENCES ,  CHEVALIER 
DE  LA  LÉGION  D'HONNEUR. 


^^■»*^*\^f-ê 


TOME   PREMIER. 


A    PARIS, 
DE  L'IMPRIMERIE  ROYALE. 


Chez   DE  Bure  frères,   Libraires  du  Roi    et  de  la  Bibliothèque  du  Roi, 

rue  Serpente  ,  n."  7. 


82^. 


uuv$ 


.^^ 


AVERTISSEMENT. 


V-'ET  ouvrage,  destiné  à  faire  suite  au  Résumé  des  Leçons  sur 
le  Calcul  infinitésimal ,  offrira  les  applications  de  ce  calcul  à  la 
géométrie.  Il  sera  divisé  en  trois  volumes,  dont  les  deux  premiers 
comprendront  celles  àti  applications  géométriques  du  calcul 
différentiel  et  du  calcul  intégral  qui  sont  relatives  à  la  première 
année  du  Cours  d'anal}se  de  l'Ecole  royale  polytechnique.  Je 
publie  aujourd'hui  le  premier  volume,  qui  renferme  les  principales 
applications  du  calcul  différentiel.  Dans  la  solution  des  diiîcrens 
problèmes ,  j'ai  cherché  à  concilier  la  rigueur  des  démonstrations 
avec  là  simplicité  des  méthodes.  Lorsqu'on  fait  usage  de  coor- 
données rectilignes,  soit  rectangulaires,  soit  obliques,  l'un  des 
principaux  moyens  d'abréger  \ti  calculs  consiste  à  résoudre  les 
questions  proposées  à  l'aide  de  formules  dont  chacune  exprime 
l'égalité  de  plusieurs  fractions  qui  soient  des  fonctions  sejiiblables 
ou  des  fonctions  symétriques  Aç.^  trois  coordonnées.  L'utilité 
de  ces  formules  se  fait  remarquer  même  dans  les  applications  de 
l'analyse  algébrique  aux  problèmes  qui  concernent  la  ligne  droite 
et  le  plan.  C'est  ce  que  l'on  reconnaîtra  sans  peine  en  jetant  les 
yeux  sur  les  Préliminaires  placés  en  tête  de  l'ouvrage. 

On  trouvera  dans   la  neuvième ,  la  vingt  unième  et  la  vingt- 
deuxième  Leçon,  une  nouvelle  théorie  des  contacts  des  courbes  et 
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des  surfaces  courbes,  qui  a  l'avantage  de  reposer  sur  des  définitions 
indépendantes  du  système  de  coordonnées  que  l'on  adopte,  et 
de  présenter  en  même  temps  une  idée  très-nette  du  rapprochement 
plus  ou  moins  considérable  de  deux  courbes  ou  de  deux  surfaces 
qui  ont  entre  elles  un  contact  d'im  ordre  plus  ou  moins  élevé. 

Du  reste  ,  en  composant  cet  ouvrage  ,  j'ai  mis  à  profit  les 
travaux  des  géomètres  qui  ont  écrit  sur  le  même  sujet ,  ainsi  que 
les  lumières  de  MM.  Ampère  et  Coriolis.  Je  dois  à  ce  dernier, 
entre  autres  choses,  la  définition  que  j'ai  donnée,  dans  la  dix- 
septième  Leçon,  du  rayon  de  courbure  d'une  courbe  quelconque; 
et  c'est  d'après  ses  conseils  que  j'ai  placé  la  théorie  du  cercle 
osculateur  avant  celle  des  contacts  des  divers  ordres. 


VJ[ 


TABLE   DES    MATIERES 

CONTENUES  DANS  LE  TOME  I." 


A 


VERTISSEMENT V 

APPLICATIONS  DU   CALCUL   DIFFERENTIEL 
A  LA  GEOMETRIE. 


Préliminaires.   Revue  de  quelques  formules  de  giométrie  analytique.  .    Pag.        i. 

I ."  Leçon.   Inclinaison  d'une  courbe  plane  en  un  point  donné.  Equations  de  la 

tangente  et  de  la  normale  à  cette  courbe 3c. 

2.'  Leçon.  Des  longueurs  appelées  sous-tangentes ,  sous-normalts,  tangentes 

et  normales  des  courbes  planes .      4/  • 

3.'   Leçon.   Centres,  diamètres  ,  axes  et  asymptotes  des  courbes  planes .  ...       55  . 

4-'  Leçon.   Propriétés  diverses  des  courbes  planes  déduites  des  équations  de 

ces  mêmes  courbes.  Points  singuliers 64  . 

j.*"  Leçon.  Différentielle  de  l'arc  d'une  courbe  plane.  Angles  formés  par  la 
tangente  à  cette  courbe  avec  les  demi-axes  diS  coordonnées  posi- 
tives. Sur  les  courbes  planes  qui  se  coupent  ou  se  touchent  en  un 
point  donné 77 . 

6.'  Leçon.   De  la  courbure  d'une  courbe  plane  en  un  point  donné.  Rayon  de 

courbure  et  centre  de  courbure 89  . 

7.'  Leçon.   Détermination  analytique  du  centre  de  courbure  d'une  courbe  plane. 

Théorie  des  développées  et  des  développantes -101. 

8.'  Leçon.   Sur  les  courbes  planes  qui  sont  oscuJatrices  l'une  de  l'autre  en  un 

point  donné i  16 . 

f).'  Leçon.   Sur  les  divers  ordres  de  contact  des  courbes  planes 1  ai  . 

10.'  Leçon.  Sur  h  s  diverses  esp'èces  de  contact  que  peuvent  offrir  deux  courbes 
planes  représentées  par  deux  équations  dont  l'une  renferme  des 
constantes  arbitraires.  Points  de  contact  dans  lesquels  deux 
courbes  se  traversent  en  se  touchant •.    i4î  . 


l 


/ 


viii  TABLE    DES    MATIERES. 

I  I ."  Leçon.  Sur  l'usage  que  l'on  peut  faire  des  coordonnées  polaires  pour  exprimer 

ou  pour  découvrir  diverses  propriétés  des  courbes  planes . . .  Pag    156. 
12.'  Leçon.    C/sacre  des  coordonnées  polaires  pour  la  détermination  de  l'incli- 
naison de  l'arc  ,  du  rayon  de  courbure ,  &c, .  .  .  d'une  courbe 

plane »  74  • 

13.'  Leçon.   De  la  tangente  et  des  plans  tangens ,  des  normales  et  du  plan 
normal  à  une  courbe  quelconque  en  un  point  donné.  Asymptotes 

et  points  singuliers  des  courbes  tracées  dans  l'espace 190. 

i4.*  Leçon.    Des  plans  tangens  et  des  normales  aux  surfaces  courbes 203  . 

1  j .'  Leçon.    Centres  et  diatnetres  des  surfaces  courbes  et  des  courbes  tracées  dans 

l'espace.  Axes  des  surfaces  courbes -3  5- 

1 6,'  Leçon.   Différentielle  de  l'arc  d'une  courbe  quelconque.  Sur  les  courbes  et 
les  surfaces  courbes  qui  se  coupent  ou  se  touchent  en  un  point 

donné ^76 . 

17/  Leçon.  Du  plan  osculateur  d'une  caurbe  quelconque  et  de  ses  deux  cour- 
bures. Rayon  de  courbure ,  centre  de  courbure,  et  cercle  osculateur,  29  r  . 
1  8.'  Leçon.  Détermination  analytique  du  centre  de  courbure  d'une  courbe  quel- 
conque. Sur  les  développées  d'une  courbe  quelconque ,  et  sur  la 
surface  qui  est  le  lieu  géométrique  de  ces  développées.  Sur  les 
courbes  qui  sont  osculatriccs  l'une  de  l'autre  en  un  point  donné.  307. 
19.°  Leçon.  Rayons  de  courbure  des  sections  faites  dans  une  surface  par  des 
plans  normaux.  Rayons  de  courbure  principaux.  Des  sections 
dont  les  courbures  sont  nulles ,       -is  le  cas  où  les  rayons  de 

courbure  principaux  sont  dirigés  en  sens  contraires 3^9- 

20."   Leçon.    Rayons  de  courbure  des  différentes  courbes  que  l'en  peut  tracer  sur 
une  surface  donnée.  Des  surfaces  qui  sont  osculatriccs  l'une  de 

l'autre  en  un  point  qui  leur  est  commun , M  S  • 

21.'  Leçon.   Sur  les   divers   ordres   de  contact  des  courbes  tracées  dans  l'cs- 

P^" 166. 

12.'   Leçon.   Sur  les  divers  ordres  de  contact  des  surfaces  courbes 384. 

FIN  DE  L,\  TABLE.. 


LEÇONS 


SUR 


LES  APPLICATIONS  DU  CALCUL  INFINITÉSIMAL 

A  LA  GÉOMÉTRIE. 


ri^N^-'^N^^-'^'.'N*^^^^^^*^*^ 


PRÉLIMINAIRES. 
Revue  de  quelques  Formules  de    Géométrie  analytique. 


Avant  d'exposer  les  applications  géométriques  du  calcul  infinitésimal, 
il  sera  fort  utile  d'établir  quelques  notions  et  quelques  formules  préli- 
minaires. Tel  est  l'objet  dont  nous  allons  d'abord  nous  occuper. 

Nous  déterminerons  ordinairement  la  position  d'un  point  dans  l'es- 
pace à  l'aide  de  trois  coordonnées  rectilignes  x,  y,  i,  relatives  à  trois  axes 
des  X,  des  y  et  des  i>  passant  par  ['origine  des  coordonnées,  et  formés 
par  les  intersections  mutuelles  des  trois  plans  coordonnés  des  y,  z.  des 
1,  X ,  et  des  .v,  /.  Ces  coordonnées  seront  rectangulaires  lorsque  les  trois 
axes  seront  perpendiculaires  entre  eux. 

Nous  nommerons  axe  une  droite  menée  par  un  point  quelconque  de 

L.i.ni  de  M.  CaHclj'.    i  .'=  Année.  «^ 
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l'espace,  et  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux  sens;  et  nous  dirons 
qu'un  ave  de  cette  espèce  se  divise  en  deux  demi -axes  aboutissant  au 
point  que  l'on  considère,  et  dont  chacun  se  prolonge  indéfiniment  dans 
un  seul  sens.  Par  conséquent,  chacun  de  ces  deux  demi-axes  aura  tou- 
jours une  direction  déterminée.  Si  l'on  considère  en  particulier  les  trois 
axes  des  x ,  y,  3,  chacun  d'eux  sera  divisé  à  l'origine  en  deux  demi- 
axes,  sur  l'un  desquels  se  compteront  les  coordonnées  positives,  tandis 
que  l'on  comptera  sur  l'autre  les  coordonnées  négatives. 

D'après  ces  définitions,  il  est  clair  que,  si  l'on  tient  compte  seule- 
ment des  angles  qui  renferment  au  plus  200  degrés  [nouvelle  division), 
deux  axes  ou  deux  droites,  tracés  de  manière  à  se  couper,  comprendront 
toujours  entre  eux  deux  angles,  l'un  aigu,  l'autre  obtus,  tandis  que 
deux  directions  ou  deux  demi-a\es,  aboutissant  à  un  point  donné,  for- 
meront un  seul  angle,  tantôt  aigu,  tantôt  obtus.  Lorsque  deux  directions 
ou  deux  demi -axes  aboutiront  à  deux  points  différens  de  l'espace,  ils 
seront  censés  former  entre  eux  le  même  angle  que  formeraient  deux 
demi-axes  parallèles  et  prolongés  dans  les  mêmes  sens  à  partir  d'un  point 
unique.  Cela  posé,  l'angle  que  deux  directions  formeront  entre  elles  sera 
toujours  complètement  déterminé,  et  l'on  pourra  en  dire  auî,  it  des 
angles  formés  par  une  direction  avec  les  demi  -  axes  des  coordonnées 
positives. 

Concevons  maintenant  que,  par  un  point  (O)  pris  à  volonté  dans  l'es- 
pace,  on  ait  mené  deux  demi -axes  WÂ ,  O^ ,  et  qu'un  rayon  mobile, 
d'une  longueur  indéfinie,  aboutissant  au  point  [0) ,  tourne,  dans  le  plan 
de  ces  deux  demi-axes,  avec  un  mouvement  de  rotation  en  vertu  duquel 
il  décrive  l'angle  AOB ,  en  passant  de  la  position  TTÂ  à  la  position  7)B. 
Supposons  de  p!us  que,  par  le  point  [O) ,  l'on  ait  élevé  un  troisième 
demi -axe  situé  hors  du  plan  OAB.  Un  spectateur  qui  posera  les 
pieds  sur  le  plan  de  manière  à  s'appuyer  contre  le  demi-a\e,  verra 
le  rayon  vecteur  se  mouvoir,  en  passant  devant  lui,  de  sa  droite  à 
sa  gauche,  ou  de  sa  gauche  à  sa  droite,  ce  que  nous  expiinierons  en 
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disant  que  le  mouvement  de  rotation  a  lieu  de  droUe  a  gauche  ou  de 
ganche  à  droite  *.  On  doit  observer,  au  reste,  que  ,  si  par  le  point  (O)  on 
élevait  à-la-fois  deux  demi-axes  situes,  le  premier  d'un  côté  du  plan, 
le  second  de  l'autre  côté,  le  même  mouvement  de  rotation  paraîtrait 
s'effectuer  autour  de  l'un  de  ces  demi -axes  de  droite  à  gauche,  et  autour 
de  l'autre  de  gauche  à  droite. 

Considérons  à  présent  un  angle  solide  tricdre  qui  ait  pour  arêtes 
trois  demi-axes,  u  A,  7)B ,  Uc ,  aboutissant  au  point  [0]  ;  et  concevons 
qu'un  rayon  mobile,  d'une  longueur  indéfinie,  mené  par  le  point  (O), 
fasse  le  tour  de  l'angle  solide  en  s'appliquant  successivement  sur  les 
trois  faces  AOB ,  BOC,  COA.  Son  mouvement  de  rotation  sur  chaque 
face  sera  un  mouvement  de  rotation  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche 
à  droite  autour  de  l'arête  située  hors  du  plan  de  cette  face.  De  plus, 
il  est  facile  de  voir  que  les  trois  mouvemens  sur  les  trois  faces  seront 
de  même  espèce.  Supposons,  par  exemple,  que  les  trois  demi -axes 
dont  il  s'agit  se  réduisent  aux  demi-axes  des  coordonnées  positives,  et 
co'incident  avec  les  directions  TJx ,  ~0Y ,  ÔZ.  Si  la  disposition  de  ces 
demi -axes  est  celle  que  l'on  adopte  le  plus  ordinairement,  les  trois 
mouvemens  de  rotation  auront  lieu  de  droite  à  gauche  autour  de  ces 
trois  demi-axes,  lorsque  le  rayon  mobile  ,  en  faisant  le  tour  de  l'angle 
solide,  passera  successivement  de  la  position  O.V  à  la  position  OY ,  et 
de  celle-ci  à  la  position  oz.  Si  le  demi-axe  des  i  positives  était  trans- 
porté de  l'autre  côté  du  plan  des  x ,  y ,  alors  les  mouvemens  de  rota- 
tion de  droite  à  gauche  auraient  lieu  dans  le  cas  où  le  rayon  mobile 
prendrait  successivement  les  trois  positions 


OX.       OZ.       OY . 


pour  revenir  ensuite  directement  de  la  position  OY  à  la  position  OX. 


Le  moyen  que  nous  employons  ici,  et  à  l'aide  duquel  on  distingue  facilement  les  deux 
péces  de  mouvemens  de  rotation  que  peut  prendre  un  plan  tournant  sur  lui-même  autour 
d'un  point  donné,  est  celui  dont  M.  Ampère  a  fait  usage  dans  la  Théorie  de  l'Electncite 
dynamique. 
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Afin  de  bien  distinguer  les  deux  espèces  de  mouvemens  que  peuf 
prendre  un  rayon  mobile  assujetti  à  passer  par  l'origine  et  à  parcourir 
successivement  les  trois  faces  de  l'angle  solide  OXYZ.,  nous  dirons 
que  ce  rayon  mobile  a,  dans  chacun  des  plans  coordonnes,  un  mouve- 
ment direct  de  rotation  ,  s'il  passe  successivement  de  la  position  uX  à 
la  position  OY ,  et  Je  celle-ci  à  la  position  OZ.  Nous  dirons,  dans  le 
cas  contraire,  que  le  même  rayon  vecteur  a  un  mouvement  de  rotation 
rétrograde.  En  conséquence,  si  l'on  adopte  la  disposition  la  plus  ordi- 
naire pour  les  demi -axes  des  coordonnées  positives,  les  mouvemen» 
directs  de  rotation  autour  de  ces  demi -axes  auront  lieu  de  droite  à 
gauche,  et  les  mouvemens  rétrogrades  de  gauche  à  droite. 

Nous  appliquerons  les  mêmes  dénominations  aux  deux  espèces  de 
mouvemens  que  peut  prendre  un  rayon  vecteur  mobile  en  tournant 
autour  d'un  point  de  manière  à  parcourir  successivement  les  trois  faces 
d'un  angle  solide  quelconque;  et  quand  le  mouvement  de  rotation  du 
rayon  vecteur  sur  chaque  face  aura  lieu  de  droite  à  gauche  autour  de 
1  arête  située  hors  de  cette  face,  ce  mouvement  sera  nommé  direct  ou 
rétrograde  ,  suivant  que  les  mouvemens  de  rotation  des  plans  coordon- 
nés,  tournant  de  droite  à  gauche  autour  des  demi-axes  ~OX,  ^Jy ,  Uz , 
seront  eux-mêmes  directs  ou  rétrogrades. 

Une  droite  AB ,  menée  d'un  point  [A]  supposé  fixe  à  un  point  [B) 
supposé  mobile,  sera  généralement  désignée  sous  le  nom  de  rayon  vecteur. 
Nommons  R  ce  rayon  vecteur  : 

les  coordonnées  du  point  [A); 

x>     y,     l 
celles  du  po'nt  [B);  et 

a,     h,     c 
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les  angles  formés  par  la  direction  AB  avec  les  Jemi-axes  des  coordon- 
nées positives. 

vr  —  a  ,      vr  —  i  ,      tt  —  c 

seront  les  angles  formés  par  le  même  rayon  vecteur  avec  les  demi-axes 
des  coordonnées  négatives.  De  plus,  la  projection  orthogonale  du  rayon 
vecteur  sur  l'axe  des  .v  sera  égale,  d'après  un  théorème  connu  de  tri- 
gonométrie, au  produit  de  ce  rayon  vecteur  par  le  cosinus  de  l'angle 
aigu  qu'il  forme  avec  l'axe  des  .v  prolongé  dans  un  certain  sens.  Cette 
projection  se  trouvera  donc  représentée, 

si  l'angle  a  est  aigu,  par  le  produit  R  cos  a , 

et  si  l'angle  a  est  obtus  ,  par  le  produit   R  cos  (vr  —  a)  z=.  — ■  R  cos  ci  ; 
c'est  à-dire ,  dans  les  deux  cas,  par  la  valeur  numérique  du  produit 

R  cos  a. 

Il  est  d'ailleurs  évident,  i .°  que  le  rayon  vecteur  projeté,  si  on  lui  donne 
pour  origine  la  projection  du  point  A,  sera  dirigé  dans  le  sens  des  x 
positives  ou  dans  le  sens  des  .v  négatives  ,  suivant  que  l'angle  a  sera 
aigu  ou  obtus  ;  2.°  que  le  produit  Rcosa  sera  positif  dans  le  premier 
cas,  négatit  dans  le  second.  Donc  le  produit  Rcosa  sera  équivalent  à 
la  projection  du  rayon  vecteur  R  sur  l'axe  des  x ,  prise  avec  le  signe  -f- 
ou  avec  le  signe — ,  suivant  que  cette  projection  sera  dirigée  dans  le 
sens  des  .v  positives  ou  dans  le  sens  des  x  négatives. 

De  même,  les  produits  Rcosb,  Rcosc  seront  respectivement  égaux 
aux  projections  orthogonales  du  rayon  vecteur  R  sur  les  axes  des  /.  et 
l,  prises  tantôt  avec  le  signe-!—,  tantôt  avec  le  signe — ,  suivant  que 
chacime  de  ces  projections  sera  dirigée  dans  le  sens  des  coordonnées 
positives  ou  négatives. 

Les  trois  projections  orthogonales  du  rayon  vecteur,  prises  avec  les 
signes  que  nous  venons  d'indiquer,  sont  ce  que  nous  appellerons  dé-^ 
sorma-s  ses  frojections  algébriques   sur   les  axes  des  ,v,  des  /  et  des  ^. 
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Elles  sont,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  équivalentes  aux  trois  produits 

R  cos  û ,      R  cos  b ,     R  cos  c. 

De  plus ,  il  est  facile  de  s'assurer  qu'elles  sont  respectivement  égales 
aux  trois  différences 


.V — .Vo  r     / — /o 


^o 


quand  les  axes  des  coordonnées  seront  perpendiculaires  entre  eux.  On 
aura  donc  alors 

(i)  x  —  Xo=^Rcosû,   y—yo:=:Rcosb ,    i~-Zo=.Rcosc. 

Enfin,  comme  le  rayon  vecteur  et  ses  projections  orthogonales  repré- 
sentent la  diagonale  et  les  arêtes  d'un  parallélipipède  rectangle,  le  carré 
du  rayon  vecteur  sera  équivalent  à  la  somme  des  carrés. des  trois  pro- 
jections, et  l'on  aura  encore  ,  dans  l'hypothèse  admise, 

(2)  R'-  =  {x  —  x.y  -H  {y—y,y  -+-  iz  —  Z^Y  , 
ou 

(3)  R  —  [^,  —  ,^Y  ^[y—y^y  ^^^  —  ^^yy . 

Cela  posé,  on  tirera  des  équations  (i) 


cos  a 


R 


(4) 


cos  b  zzn  '      = 


cos  c 


X  — 

-  x^ 

[{"- 

y- 

7" 

-t-(t- 

-z.y]^ 

[{-- 

z  — 

-t-d- 

-ZoY]' 

R 


[[^-^.y  ^{y-y.r-i-{z~z>r] 


et  par  suite 
(5) 


cos*  a  H-  cos*  b  —H  cos*  e  =z  i. 
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Les  équations  (4)  suffisent  pour  dcterminer  les  angles  <J,  b,  c ,  que 
forme  avec  les  demi  -axes  des  coordonnées  positives  le  rayon  vecteur 
mené  du  point  (.Yo,/o.  C" )  *  ^^  point  (.v,  /,  i).  Elles  peuvent  être 
remplacées  par  la  seule  formule 

*    '  cos  a  C05  b  cos  c 

Q_uant  à  la  formule  (5),  elle  exprime  la  relation  qui  existe  toujours 
entre  les  trois  angles  que  forme  v\ne  droite  prolongée  dans  un  sens 
quelconque  avec  les  demi-a\es  des  coordonnées  po;;itives. 

Supposons  à  présent  qu'au  point  {x^,  y^,  lo)  Ion  substitue  l'origine 
même  des  coordonnées.  Si  l'on  dcbitine  par  r  le  ravon  \ecteur  mené 
de  cette  origine  au  point  (a-,  y ,  1),  et  par  et,  /3,  y  les  angles  que  forme 
ce  rayon  vecteur  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  les  for- 
mules (]),  (z),  (4)  se  trouveront  remplacées  par  les  suivantes 

(-)  A-  =  /•  cos  CL  ,    V  =  ;■  cr,s  ;3  ,     1  ;=r  r  cos  y , 

(8)  ^  =  [-^-^-r^-c']^ 

(0)  cos  et  nr — >    cos  3  =:  ^  ,    cosyrrr-^, 

et  l'on  aura  encore,  entre  les  angles  a.,  /3 ,  y,  la  relation 

(  I  c)  cos^  et  H-  cos'  /3  -f-  cos"  y  =  I . 

Si  le  point  [A)  est  situé  dans  le  plan  des  a-,  y,  on  aura  ^=0,  et  les 
équations  (8),  (ç)  deviendront 

(m)  ,  —  [a--+-;.^JS 


*  Nous  indiquerons  souvent  les  points,  comme  nous  le  faisons  ici,  à  l'aide  de  leurs 
coordonnées  renfermées  entre  deux  parenthèses.  Quelquefois  aussi  nous  indiquerons  les 
courbe»  ou  surfaces  courbes   par  Icu's  équations. 
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(12)  coseLm: — ,    cos/3z=  — 3    cos7=:0. 

De  plus,  la  formule  (10)  éiant  alors  réduite  à 

(13)  CCS*  a  H-  cos^/3  =z  I  , 
on  en  tirera 

(14)  cos  I2>  z=  zh  V {  i  —  coi,^  a,)  z=:z  dz  sin  (L. 

Concevons  que,  dans  la  même  hypothèse,  un  rayon  vecteur  mobile, 
partant  de  la  position  OX,  dans  laquelle  il  coïncidait  avec  le  demi-axe 
des  .V  positives,  se  meuve  autour  de  l'origine  dans  le  plan  des  x,  y, 
avec  un  mouvement  direct  de  rotation  ,  et  parvienne  à  la  position  O A 
après  une  ou  plusieurs  rcvolutions  efFectuées  autour  de  cette  origine.  Si 
ion  nomme/;  l'angle  qu'il  aura  décrit,  et  qui  peut  être  supérieur  à  400 
degrés  {^nouvelle  division),  r  et  p  seront  ce  qu'on  appelle  les  coordonnées 
polaires  du  point  [A).  Or,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura  généralement 

(15)  x^=:rcosp,     y^=.rsïnp, 
et  par  conséquent 

(16)  cos p  z^z — '  ■>      sin/7==:— • 

Si  ion  compare  ces  dernières  équations  aux  formules  (12),  on  en 
conclura 

(17)  coSyD  =  coscL,      sin />:=:=  cos/3. 

Il  ne  s'ensuit  pas  que  les  angles  et,  et  Q  soient  nécessairement  égaux 
à  l'angle  /»  et  à  son  supplément  :  car  ies  angles  et  et  /3  doivent  rester 
inférieurs  à  200  degrés,  tandis  que  l'angle  p  peut  croître  au-delà  de 
toute  limite.  On  doit  même  observer  qua  un  seul  point  {A)  correspondent 
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une  infinité  de  valeurs  de  p ,  qui  diffèrent  les  unes  des  autres  par  des 
multiples  du  nombre  2  tt.  Enfin ,  rien  n'empêche  d'admettre  que ,  pour 
passer  de  la  position  OX  à  la  position  OA,  le  rayon  vecteur  mobile  a 
décrit  l'angle  p,  en  vertu  d'un  mouvement  de  rotation  rétrograde,  et 
d'attribuer  en  conséquence  à  cet  angle  une  valeur  négative,  tandis  que 
les  angles  et,  /3  sont,  d'après  les  conventions  faites,  des  quantités  essen- 
tiellement positives  ,  comprises  entre  les  limites  o  et  'tt. 

Nous  allons  maintenant  passer  en  revue  quelques  problèmes  qui  se 
résolvent  facilement  à  l'aide  des  principes  ci-dessus  établis. 

I  .^''  Problème.  Trouver  les  équations  de  la  droite  qui  passe  par  le  point 
{■"^o,  yot  Zo)  >  ^^  1^'  '  prolongée  dans  un  certain  sens ,  forme  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives  les  angles  a,  b ,  c. 

Solution.  Les  équations  cherchées  se  trouvent  comprises  dans  une 
formule  que  l'on  tire  des  équations  (i),  savoir: 


(18) 


l  —  l^ 


COS  /'  cos  c 


Cette  formule  exprime  c^ue  {es  projections  algébriques  d'un  rayon  vecteur, 
compté  sur  la  droite  en  question  ,  sont  respectivement  proportionnelles  aux 
cosinus  des  angles  formés  par  ce  rayon  vecteur  avec  les  demi- axes  des  coor- 
données positives.  Elle  fournit  les  trois  équations 


{^9) 


7— /o    l  —  Z=  Z  —  l,,  "  —  "o  ^— ^o  ,   /— Vo 


cos 


l?  cosc  COS  C  cos  a  cos  a  cos  ^ 


qui  appartiennent  aux  projections  de  la  droite  sur  les  trois  plans  coor- 
donnés, et  dont  la  dernière  est  une  conséquence  des  deux  autres.  De 
plus,  comme,  en  vertu  d'un  théorème  d'analyse  [voyez  l'Analyse  algé- 
brique, note  II,   i4.^  théorème],  la  formule 


U  U  tl 


V  V  V 


Leçons  de  AL  Cauc/ijr.    i  ."=  Aonée. 
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entraîne  toujours  la  suivante 

u    II'    u"     _„  _,      V[ir-\-u'--i-u'--^...) 

~         'V  V"  ^  •(v-^v'^-+-v""-H...)    ' 

on  conclura  Je  la  formule   (i8)  et  de  l'équation  (5) 

^       '        cosa  cas  b  cosc     •  L\  /  \^     •   /  v\<     v  /  j 

Dans  le  second  membre  de  cette  dernière  formule  ,  on  devra  préférer  le 
signe  H- ,  si,  comme  on  l'a  supposé,  le  rayon  vecteur,  qui  forme  avec 
les  axes  les  angles  a,  h,  c,  se  dirige  du  point  {xo,yo,  ^o)  vers  le  point 
{•'•''>  y >  z)  '   attendu    qu'alors  chacune  des  fractions 


y— y..        i  —  io 


^  — ^o 
s      7 —  î 

cos  a  cos  b 


sera  une  quantité  positive.  On  devrait,  au  contraire,  préférer  le  signe 
— ,  si  le  rayon  vecteur  était  censé  dirigé  du  point  [x ,  y,  1)  vers  le 
point  (a-o,/o.  ^o)-  Dans  le  premier  cas,  où  l'on  adopte  le  signe  -j- , 
la  formule  (20)  coïncide  évidemment  avec  l'équation  [6). 

Corollaire.  Lorsque  le  point  (.Vo.jo,  ^o  )  est  remplacé  par  l'origine 
des  coordonnées,  les  formules  (18)  et  (ip)  se  réduisent  à 


(^0 

cos  a 

(") 

y             i     ^ 

cos  fi              cosT' 

l 

» 


cos,/3      cos> 
l       X  X       y 


cos  a  cos  a  cos /3 


Si,  de  plus,  on  supposait  y=  —  >  ou   cos  y  =  o  ,   la  droite  cherchée 
serait  comprise  dans  le  plan  des  x  ,y,  et  les  équations  (22)  donneraient 

/       \  cos  /S  I 

(23)  z  =  o,      y=-^^^xz=xtangp  =  ±:xtangcL. 
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2.^  Problème.  Trouver  l'angle  compris  entre  deux  rayons  vecteurs ,  tracés 
dans  le  plan  des  x  ,  y ,  et  menés  de  ï origine ,  le  premier  au  point  (  .Vo ,  /„  )  , 
le  second  au  point  (-v,^);  ainsi  que  la  surface  du  triangle  renfermé  entre 
ces  mêmes  rayons  vecteurs. 

Solution.  Soient  {A),  [B)  les  deux  points  que  l'on  considère,  et  [0) 
l'origine  des  coordonnées.  Soient ,  en  outre ,  po ,  r^  les  coordonnées 
polaires  du  point  [A],  et  p ,  r  celles  du  point  {B).  Désignons  par  «to 
et  au  les  angles  que  les  rayons  vecteurs  OA,  OB  forment  avec  le  demi- 
axe  des  .V  positives ,  et  par  /3o ,  /3  les  angles  qu'ils  forment  avec  le 
demi -axe  des  y  positives.  Enfin  nommons  J^  l'angle  AOB  compris 
entre  les  deux  rayons  vecteurs.  \]n  rayon  vecteur  mobile  qui  décrirait 
cet  angle,  nécessairement  inférieur  à  200  degrés,  en  passant  directe- 
ment de  la  position  OA  àisL  position  OB ,  aurait  évidemment  dans  le 
plan  des  x,y  un  mouvement  de  rotation  déterminé,  ou  direct,  ou  rétro- 
grade. Cela  posé,  concevons  que  le  rayon  vecteur  mobile,  avant  de 
parvenir  à  la  position  OA,  ait  décrit,  avec  un  mouvement  de  rotation 
direct,  et  en  partant  de  la  position  OX ,  un  angle  quelconque,  qui 
pourra  surpasser  la  somme  de  quatre  angles  droits  :  cet  angle  sera  l'une 
des  valeurs  qu'il  est  permis  d'attribuer  à  la  coordonnée  polaire  po.  De 
plus,  si,  en  passant  de  la  position  OA  à  la  position  OB,  le  rayon 
vecteur  continue  de  se  mouvoir  dans  le  même  sens,  l'angle  po-^^, 
qu'il  aura  décrit  quand  il  sera  parvenu  à  la  position  OB ,  sera  l'une 
des  valeurs  qu'il  est  permis  d'attribuer  à  la  coordonnée  polaire  p.  On 
aura  donc ,  dans  cette  hypothèse , 

(24)  p  =^  p,-\-  S^. 

Au  contraire,  si,  pour  revenir  de  la  position  OA  à  la  positioji  OB, 
le  rayon  vecteur  est  obligé  de  prendre  un  mouvement  de  rotation  ré- 
trograde, l'une  des  valeurs  de  p  sera  évidemment 

(25)  p  =  p.  —  S^. 
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Donc  ,  par  suite ,  on  pourra  supposer 

{26)  p—po=dzS^, 

le  signe  -1-  ou  le  signe  —  devant  être  préféré ,  suivant  que  le  mouve- 
ment de  rotation  d'un  rayon  vecteur  mobile ,  passant  de  la  position 
"ÔÂ  à  la  position  0^ ,  de  manière  à  décrire  l'angle  OAB,  sera  un  mou- 
vement direct  ou  rétrograde.  Or,  on  tirera  de  la  formule  (26) 

(27)  cos  J\  =  cos  [p — ^o)  =  cos;?o  cosp  -\-  sin^o  sin/?  , 

(28)  disin  J^=  sin  [p — po)  =^  cosyt;o  s'inp  —  cosp  sin/Jo  ." 

et ,  comme  on  aura  d'ailleurs,  en  vertu  des  formules  (17) , 

cos  yo  =  cos  et,  s'in  p  z=i  cos /3  , 

cos/^o  =  cos  (X.0 ,  sinpo':=:  cos /80  , 

on  trouvera  définitivement 

(3  o)  cos  J^  rr:  cos  cto  cos  ce  "-f-  cos/3o  cos  /3  , 

(31)  di:  sin  J\  :z=  cos  cto  cos  /3  —  cos  a,  cos  ^o- 

Si,  à  la  place  des  formules  (2(j),  on  substituait  les  suivantes 

\  cos  P  =  —  »  sin  p    =  —  » 

I         cos/?o  = 5  sin;;o=:-^^^ — » 

les  équations  (30)  et  (31)  deviendraient  respectivement 
(33)  cosJ\_  — , 


(^p) 


(34)  zt  sin  J\ 


xcy  — X  yo 

To  r 
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II  suffit  de  recourir  à  l'équation  (30),  ou  à  l'équation  (33),  pour  dé- 
terminer l'angle  S^,  qui  est  censé  toujours  positif  et  inférieur  à  vr. 
Quant  à  la  surface  du  triangle  compris  entre  les  rayons  vecteurs  r^,  r, 
elle  sera ,  d'après  un  théorème  connu  de  trigonométrie ,  équivalente  à 
la  moitié  du  produit 

(35)  roTsln  S^  =  ±  {x,y—xy,). 

Il  est  essentiel  d'observer  que  la  différence  x^y — xy^  devra  être ,  dans 
le  second  membre  de  la  formule  (35),  affectée  du  même  signe  que 
l'angle  J\  dans  le  second  membre  de  l'équation  (2^).  Par  suite,  l'ex- 
pression 

(3^)       •  T{xoy  —  xyo) 

représentera  la  surface  du  triangle  OAB ,  ou  la  même  surface  prise 
en  signe  contraire ,  suivant  que  le  mouvement  de  rotation  d'un  rayon 
vecteur  mobile  ,  passant  de  la  position  o  A  èi  la.  position  OB,  sera 
direct  ou  rétrograde. 

Corollaire  /.'"''  Lorsque  les  rayons  vecteurs  OA,  OB,  font  partie  d'une 
mêmedroite ,  on  a 

(37)  J\  ±=  o      ou      <A  =  TT  ,      et     sin  J^  r=  o. 
Alors  on  tire  des  équations  (28),  (3  i)  et  (34)  > 

(38)  tang/7  r=  tang /^o  , 

,       .  cos^a  cos /3  ,        -/fcos^a-i-cos^/S)  , 

(  5  Q)  — •  --r~  : —  —\r-   I 

^J'''  COS«o  C0S/3o  /(cos- tto -t-COS^  /3o)  ' 


(4o) 


Les  doubles  signes  que  renferment  les  formules  {^ç)  et  (4o)  doivent 
se  réduire  au  signe  H-,  lorsque  les  rayons  vecteurs  ro,  r  sont  dirigés 
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dans  le  même  sens,  et  au  signe  — ,  iorsque  ces  rayons  vecteurs  sont 

dirigés  en  sens  contraires. 

Corollaire  2.'  Lorsque  les  rayons  vecteurs  ~ÔÂ ,  ~ÔB  sont  perpendicu- 
laires entre  eux  ,  on  a 


(4i)  J^  rrz  — ,      et      cos  <^  =  o. 

Alors  on  tire  des  formules  (2.7),  (30)  et  {i-^) 

{i^)  I  -h  tang/j  .  tang/;»  =  o  , 

[^7)  cos  <Lo  cos  et  -I-  cos  /3o  cos  /3  m  o  , 

[ii)  Xo  X  ~\-  y^y=^  o. 

Ces  trois  dernières  équations  peuvent  être  facilement  transformées  lune 
dans  l'autre. 

3.^  Problème.  Trouver  l'angle  compris  entre  deux  rayons  vecteurs  tracés 
dans  l'espace ,  et  menés  de  l'origine ,  le  premier  au  point  (a'o,  jo ,  tO  >  ^^ 
second  au  point  {x ,  y ,  i)  ;  ainsi  que  la  surface  du  triangle  formé  par  ces 
7ncmes  rayons  vecteurs. 

Solution.  Soient  toujours  [A)  et  [B)  les  deux  points  que  l'on  con- 
sidère ;  To ,  r  les  rayons  vecteurs  OA,  OS,  et  S^  l'angle  qu'ils  com- 
prennent entre  eux.  Soient  encore  cto,  /3o,  7o  ;  a, ,  /2> ,  y  les  angles 
formés  par  ces  rayons  vecteurs  avec  les  demi-axes  des  x,  des  y,  et  des  z, 
prolongés  dans  le  sens  des  coordonnées  positives.  Enfin  ,  nommons  R 
la  distance  AB.  On  aura,  en  vertu  des  formules  déjà  établies  , 


cos  a,  r=i  —^  ,      cos  /S  r=z  -^  ,     cos  y  zz: 

cos  cLo^=^ ,     cospo=— ,     cos7o=::  — 

\.  r^  r„  r„ 
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{   r-   rr:  .V-  -+-  V'   -I 

m 


r-   =z  X-  -\-  y-  -^  r  , 
Vo'  =  -Vo-  -h^o"  H-  Zo"  ; 


(47)         R--:=^[x-s.r  -^{y—y.Y-^[l-l.Y 

^=:.r^  -^r,"-  —  2  (  x,  x  -^y,y  H-  l,  l) 

m  r'  -f-r,*  — 2ror(cosctaCosoc-t-cos/3oCOS/3-4-cos'yo  cosy). 

Déplus,  dans  le  triangle   OAB,  qui  a  pour  côtés  r ,  To  et  R  ,  le  co- 
sinus de  l'angle  J^  sera  [en  vertu  d'un  théorème  connu  de  trigonométrie]^ 


[i%)  cos  J\  zr: 


^^  ^       -■^o  *:  -+-»'  -+-  ^o  ^ 


2  r„  r  r„  r 

z=  cos  et,,  cos  a,  -H-  cos  /3^  cos  /S  -|-  cos  y^  cos  y . 

Cette  dernière  formule  suffit  pour  déterminer  l'angle  S^  compris  entre 
les  limites  o  et  vr.  On  en  déduit  facilement  la  valeur  de 

sin  <A  =z  ]/(  I  —  ces'  J^)  , 
et  l'on   trouve 

I 

/  /     \    g]j^  J, [(^o^-t->-o^-H;„')(x^-t-/-t-^')  —  (Ar„y-4-Jo/-l-^o^)'3I 

I 

:z:r  [(cos/3^cos7'-cos/3cosyo)--*-{cos>'oCOsa-cos7Cosao)'-H(cosaoCos/S-cos«cos/3o)^]i". 

Si  maintenant  on  multiplie  les  rayons  vecteurs  r^  et  r  par  le  sinus  de 
l'angle  J^,  on  obtiendra  le  produit 

t 

(50)        r^rûx\S^z^Wy,i—yi^Y~^{l,x  —  ix,Y-\-{x^y  —  xy:)'-Y--, 
dont  la  moitié ,  savoir , 
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(50        ^ r^r sh^  S^  =  [{-^^^^^y  ^{^^-^y  ^{^^^ 

représentera  précisément  la  surface  du  triangle  OAB. 

Corolîaire  //''  Lorsque  les  rayons  vecteurs  TTÀ ,  OB,  font  partie  d'une 
même  droite,  on  a 

(57)  S^ -^zz  o    ou    S^  ■=.  vc  ,    et    sin  S^-^o. 

Alors  on  tire  de  la  formule  (4p) 

(52)  yoZ — 72o  =  o,    2o.v— 2.Vo  =  o,    x^y  —  xyo=:o, 

(53)  COSâoCOS3--COS/2>COSj'o=0 ,  COS3'oCOSa-COS}COSa^=  o ,  cosa^cos/î— cosacos/3o=o-, 

et  par  suite 

^o  y'o  ^o  ''o 

/       V  cos  a  COS /S  cos -y 

(55)  ~~  ~ 


COStto  COS/îo  COS  ^o 

Les  doubles  signes  que  renferment  les  formules  (54)  et  (55)  doivent 
être  remplacés  par  le  signe  H- ,  lorsque  les  rayons  vecteurs  r, ,  ;•  sont 
dirigés  dans  le  même  sens,  et  par  le  signe — ,  lorsque  ces  rayons  vec- 
teurs sont  dirigés  en  sens  contraires. 

Corollaire  2.'  Lorsque  les  rayons  vecteurs   OA ,  ~ÔB  sont  perpendi- 
culaires entre  eux,  on  a 

(40  S^  z^  —      et     cos  J\  =r  o  ; 

et  l'on  tire  de  l'équation  (48) 
(5<5)  x,x~+-y^y-^ZoZ^=o  , 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


¥ 
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I5  7)  cos  «ta  cos  et  H-  cos  ,ô„  cos  /3  -f-  cos  y,,  c^s  y  =:  o. 

Réciproquement,  si  la  condition  (57)  est  remplie,  l'angle  J^  sera  droit, 
et  les  rayons  vecteurs  r^,  r  seront  perpendiculaires  entre  eux. 

Corollaire ^.'  Les  projections  du  triangle  OAB  sur  les  plans  coor- 
donnes sont  respectivement  égales  [voyci  le  second  problème  ]  aux 
valeurs  numériques  des  quantités 


(58) 


,  ,  


Cela  posé,  il  résulte  évidemment  de  la  formule  (51),  que  la  sur/ace 
plane  OAB  est  équivalente  à  la  racine  carre'e  de  la  somme  des  carrés  de 
ses  projections..  Ce  théorème  étant  ainsi  démontré  pour  la  surface  d'un 
trianj^le,  il  sera  facile  de  l'étendre  à  une  surface  plane  quelconque. 

Corollaire^/  Considérons  maintenant  deux  demi -axes  qui,  abou- 
tissant, non  plus  à  l'origine  des  coordonnées,  mais  à  deux  points  dif- 
férens  de  l'espace,  forment  toujours,  avec  les  axes  des  .v,  /  et  j  pro- 
longés dans  le  sens  des  coordonnées  positives,  des  angles  représentés 
par  les  lettres  cto ,  /S<, ,  yo  ;  et ,  /3,  y.  Ces  deux  demi-axes  seront  censés 
former  entre  eux  le  même  angle  que  deux  demi -axes  parallèles  et 
prolongés  dans  le  mcme  sens  à  partir  de  l'origine  des  coordonnées. 
Donc,  si  l'on  nomme  <A  l'angle  des  deux  demi-axes  proposés  ,  on  aura 
encore 

(48)  cos  J^  rz:  cosoto  cosa- -H  cos/3oCos/3 -H  cosyo  cosy ,  et 

(4p)  sin  S^  zzz 

[(cos/3oCOS>-cos/3cos>„)'-t-(cos7'„co5a-cos«cosx)'-+-(ccsa„cos/î-cos«cosj3j*]T 

Si  l'angle   S"   se  réduit  à  zéro  ou  à  200   degrés,   les  deux  demi -axes 
deviendront  parallèles,  et  l'on  aura 

Ltçonsde  AJ.  Ctiuchy.  r.'' Année,  Ç 
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,       .  cos  a      cos/5      cosy      _^ 

^5  5/  cosa,  cos/S^  cos^u 

]e  signe  -+-  ou  le  signe  —  devant  être  préféré  suivant  que  les  deux 
demi -axes  seront  prolongés  dans  le  inème  sens  ou  en  sens  contraires. 
Si  l'angle  J^  se  réduit  à  un  angle  droit,  on  pourra  mener  par  l'un  des 
demi-axes  un  plan  perpendiculaire  à  l'autre  ,'  et  l'on  trouvera 

(57}  cosato  cossc  -+•  cos,So  cos/d  -f-  cos  y^  cosy  =.  o. 

Corollaire  y/  En  s'appuyanî  sur  la  formule  (48),  on  peut  facilement 
transformer  les  coordonnées  rectangulaires  >:,  y,  z  en  d'autres  coordon- 
néeS  rectangulaires  ^,  r,  ^  comptées  sur  des  axes  qui  passent  toujours 
par  le  point  [0) ,  et  qui,  prolongés  dans  le  sens  des  coordonnées  po- 
sitives, forment  respectivement  avec  les  demi-axes  des  \,  y,  ^positives, 
le  premier  les  angles  ct^,  /S^,  Wo,  Je  second  les  angles  et,,  ,  /3,  ,  y,  ;  le 
troisième  les  angles  et,,  /3,,  y,.  En  effet,  soit  toujours  r  le  rayon  vec- 
teur mené  de  l'origine  au  point  (v,  j,  1).  On  aura 

(55))  f-  —  X'' -^  f- -\- i'^ 

Déplus,  les  cosinus  des  angles  que  forment,  d'une  part,  ce  rayon 
vecteur,  et  de  l'autre,  le  demi-axe  des  ^  positives,  avec  les  demi-axes 
des  .r,  /  et  ^  positives,  étant  respectivement 

*        y         z  • 

—  >       —  )       —  ' 

r  r  r 

cos  «^ ,    cos  0„  ,    cos  y„  ; 

la  somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  ces  cosinus  deux 
à  deux ,  savoir , 

, /■    \                                     5t  cos  a.,, -f- y  cos /î„ -H  7  cos  Vo 
(60)  ^^ 

représentera  [en  vertu  de  la  formule  (4p)]  le  cosinus  de  i'angle  compris 
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entre  le  Hemî-axe  des  ^  positives  et  le  rayon  vecteur  r.  Ce  dernier 
cosinus  pouvant  d'ailleurs  tire  exprimé  par  le  rapport  —,  on  aura 
nécessairement 

*  2      X  cos  a„  -+-  y  cos  /^^  -H  ^  cos  y^ 

— , 

r  r 

et  par  suite 

!^  =:  x  cos  a,,  h-^  cos/3„  -+-  ^  cos  y, .         On  trouvera  de  même 
V  =  .Y  cos  et,  H-/COS/3,  -t-  ^cosy,  , 
(!^  =  .vcosoc,-j-^'cos/3.  -j--  2  cos  y,. 

Les  équations  {6 1)  suffisent  pour  déterminer  ^,  v,  (^  en  fonctions  de 
X,  y,  i  ,et  réciproquement.  On  peut  y  échanger  les  coordonnées  ^,  ^i ,  (^ 
avec  les  coordonnées  x,  y,  i,  pourvu  que  l'on  y  échange  en  même  temps 
at,,  avec  /3^,  ce,  avec  y,,  et  /3,  avec  y,  .  On  trouvera  de  celte  manière 

!x  =  ^  cos  ct„  H-  >i  cos  et,  -1-  (^  cos  et,  , 
;' :=  ^  cos /3„ -f- r  cos /3 ,  H- (^  cos /3 ,  , 
iz=:î,  cos  y»  -h  «  cos  y,  -H  (î^  cos  y,. 

Enfin,  comme  les  nouveaux  axes  des  coordonnées  sont  perpendiculaires 
entre  eux,  les  cosinus  des  angles  qu'ils  forment  avec  les  axes  de  .v, 
y ,  i  ne  satisferont  pas  seulement  aux  conditions 

(  cos'  a„   H-   cos^  H^   -+-   cos^  ?o  =:   I  , 
(^3)         l   cos- a,  -f-  cos* /3,   -f-  cos">,   =    I  ,  -     - 

(   cos' «^    -+-   cos'' i3,    -|-   COS*7-;j   =z:    I  , 

mais  encore  aux  suivantes 

icostt.  cosa,  -+-  cos /S,  cos /3,  -+-  cos  7,  cos  7-,  ==  o, 
cos*^cos<t„  -4-  cos  ^^  cos /3,  -h  cos>,cos>„  =  o, 
COS<»»COSa,     -+-    cos /îa  cos /S,    ~t-    COS  >„  cos  >,    =    o. 
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On  arriverait  aux  mêmes    conditions  en   substituant  les  valeurs   de  ^, 

51,  ^    données  par  les  formules  (6i)  dans  l'équation 

(53?)  ^^  H- «^ -h  (^^  = -v" -f-7' -H  S^  ; 

puis  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficiens  des  carrés  *  * , 
y- ,  2',  et  des  doubles  produits  sj^,  2j;.v,  ^xy.  Ajoutons  qu'à  l'aide 
des  conditions  [6t)  et  (64)  on  peut  déduire  immédiatement  les  formules 
{61)  des  formules  ((5i). 

4.^  Problème.  Trouver  les  é(juations  diin  plan  passant  par  le  point 
(  -^'o ,  >'o ,  Z=)>  ^^  perpendiculaire  à  la  droite  <jui ,  prolongée  dans  un  certain 
sens,  forme,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives ,  les  angles  A ,  /x ,  v. 

Solution,  Soient  x,  y,  1  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
plan,  et  R  le  rayon  vecteur  mené  du  point  .Vo ,  ^o ,  Z^  'i"  point  x,  y,  z- 
Les  cosinus  des  angles  que  forme  ce  rayon  vecteur  avec  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives  étant  respectivement 


y  —y.  z  —  i" 

'     — n —  > 


R  R  R 

le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  ce  même  rayon  vecteur  et  la  droite 
donnée  sera  [en  vertu  de  la  formule  (48)] 

{6  y) ^ 

De  plus,  le  rayon  vecteur  R,  étant  renfermé  dans  le  pian,  sera  censé 
former  un  angle  droit  avec  chacune  des  lignes  perpendiculaires  au  plan. 
Donc   le  cosinus  représenté  par  l'expression  (65)  sera  nul,  et  l'on  aura 

[66)  (.V— .vjcos  A -f- (;•—/,) cos //,-+- (^—2o)cosv  r=  o. 

Cette  dernière  équation  est  celle  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

Corollaire  i."    Représentons  par   k   la  perpendiculaire   abaissée   de 
l'origine  des  coordonnées  sur  le  pian  que  l'on  considère ,  et  supposons 
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que  les  angles  A,  /x,  v,  soient  précisément  ceux  que  forme  cette  perpen- 
diculaire avec  les  demi -axes  des  coordonnées  positives.  Enfin  dési- 
gnons par  ;•  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  (.v, /,  z).  Le 
cosinus  de  i'angle  aigu  compris  entre  ce  rayon  vecteur  et  ia  perpen- 
diculaire k  sera  évidemment 

—  cosAH--^coS/M,H-  --COSV  ==:  ^= 

r  r  >"  ' 

Ce  même  cosinus  pouvant  être  exprimé  par  ^,  on  aura  en  conséquence 

r  r 

et  l'on  en  conclura 

\6-j)  -v  cos  A  H- ^  cos /x, -f- 2 '^os  V  rz:  ^. 

Telle  est  la  forme  sous  laquelle  se  présente  l'équation  du  plan  ,  quand 
on  y  introduit  la  constante  /<  à  la  place  des  coordonnées  .Vo ,  y„  ,  ^c,'. 
Au  reste,  pour  revenir  de  l'équation  {6j)  à  la  formule  {66),  il  suffit 
d'attribuer  à  x, /,  i  les  valeurs  particulières  .Vo,  y^,  i^,  puis  d'éliminer 
la  constante  k  entre  la  formule  ainsi  obtenue,  savoir, 

(68)  A-„cos  A -f-_>'„cos/M.  H- 2oCos  V  rzr  A- , 

et  l'équation  {6-]). 

Corollaire  2/  Si  l'on  fait,  pour  abréger , 

,  ^    V  cos  A  ,  cas  u  rî*         cos  y  --, 

on  en  conclura  ,  en  supposant  toujours  la  constante  k  positive  , 
(70)  k  =     ■       '         .  ," 

,      X  .  A  B  C  . 

(7  1 1   cos  A  —  —  )  cos  M.  z=i  —  y  COS  V  rr:  —  ♦ 

y/ A^-^B^-^-C^  -/A'-i-B'-i-C'  y  A^-^-B'^C^ 
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et  la  formule  {6-j)  deviendra 

(72)  Ax-\-By-^~  Cz=  i- 

Cette  dernière  équation  est  donc  celle  d'un  plan  qui  est  perpendicu- 
laire au  demi-axe  tracé  de  manière  à  former,  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  ,  les  angles  A  ,  /a ,  v  déterminés  par  les  formules 
(71),  et  qui  coupe  ce  demi-axe  à  une  distance  k  de  l'origine,  la  valeur 
de  k  étant  donnée  par  la  formule  (70). 

Corollaire 

(73) 

les  formules  (70)  et  (71)  se  trouveraient  remplacées  par  les  suivantes 

D 


j.'   Si  l'on  supposait 

COS  \                   A                COS  U- 

B 

COS  V     _ 

k    ~ 

c 

k               D   '         k 

-    D    ' 

(74)  -^^^ 


V  A'-^B'-\-C^- 


(75)  rncA— rh  •>COSIx=^     .  ->C0SV  =  : 


dans  lesquelles  on  devrait  préférer  le  signe  -H  ou  le  signe  — ,  suivant 
que  la  quantité  D  serait  positive  ou  négative.  De  plus,  l'équation  (67) , 
ramenée  à  la  forme 

(76)  Ax  -^By-i-  Cz  =  D, 

serait  celle  d'un  plan  mené  par  l'extrémité  du  rayon  vecteur  k,  et  per- 
pendiculaire à  ce  rayon  ,  que  l'on  suppose  tracé  de  manière  à  former 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  les  angles  A,  ^t,  v. 

5.^  Problème.   Etant  donnés  les  angles  cto ,  /3o ,  To ,  et  et ,  /3,  y ,  (jue 

deux  rayons  vecteurs  'OA ,  1)B ,  menés  de  l'origine  aux  points  [A]  et  {B)  , 

forment  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives ,  on  demande  les  angles 

A,  fx ,  V,  que  forme,  avec  les  mêmes  demi-axes ,  la  perpendiculaire  OP  élevée 

par  l'origine  sur  le  plan  du  triangle  A  OB. 
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Solution.  La   droite   OP   devant  ct.e  perpendiculaire  à  chacun   des 
demi-axes   0^4,    OB ,   on  aura   [en  vertu  de  la  formule  (57)] 

icos  cto  cos  A  -H-  cos  ySo  ces  a  H—  cos  Yo  cos  V  r=z  o  , 
cos  et  cos  A  -t-  cos  (3  cos  tt  — f-  cos  y  cos  v  z=i  o . 

De  plus,  les  angles  A,  m-,  v  devront  satisfaire  à  l'équation  de  condition 

(78)  COS"  A  — f-  cos'  y.  H—  cos'  v  z~  i. 

Les  formules  (77)  et  (78)  suffisent  pour  déterminer,  aux  signes  près,  les 
valeurs  des  quantités  cos  A,  cos  a,  cos  v.  Si  entre  les  équations  (77) 
on  élimine  successivement  ces  trois  quantités ,  on  obtiendra  trois  autres 
équations  comprises  dans  la  seule  formule 


cos  A 


\iyi        cos/î^  cosT"  —  cos/Scos-)',  cos^^cosa  —  cos-ycosa^  cosa^cos/S  —  cosacos,î^ 

Soient  maintenant  .Vo  ,  /o ,  2^  ^^s  coordonnées  du  point  i^A);  \,  y,  1 
celles  du  point  [B);  r^,  r  les  rayons  vecteurs  OA,  OB ,  et  J^  l'angle 
compris  entre  ces  mêmes  rayons.  On  tirera  de  la  formule  (70),  en 
ayant  égard  aux  équations  (49)  et  (78)  , 


(80) 


cos  A  COS^ 


cos/âoCOS^ — CO50COS7_,  cos-^^cosa — cos^cosa^^  cosa^cos/3 — cosaco5(â^ 

/  (  COS^  A  -<-  C05"^  -\-  cos'  k) 
/  [^COS/â(,COS>— C0S,.SC0S7^)' -H  (C0S7-_C05a— C05>COSao)" -H  (C0Sa^C0S,3— C05CtCOS,-3o  ,1'^] 

I 


et  par  suite 

cos  K  COS/ti 


(81) 


y^l — y-^o  ^o''  — v^û  x^y  —  xy^  r^  r  sin /■ 


Le  double  signe   dont  se  trouve  affecté  le  dernier  membre  de  chacune 
des  formules  (8o)  et  {81),  indique  deux  systèmes  de  valeurs  des  angles 
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A,  M.,  V,  qui  correspondent  aux  deux  directions  suivant  lesquelles  on 
peut  prolonger  la  droite  OP  à  partir  du  point  {0).  Si  cette  droite  est 
prolongée  dans  un  certain  sens,  on  devra  réduire  le  double  signe  au 
signe  -H,  et  l'on  tirera  des  formules  (80)  et  (81) 


(82) 


COS  fi^  COS  >  —  COS  /?^  COS  Vo  /o  Z 

cos  A  r=: — 


CCS  f^ 


cos  V 


in  J' 

COS 

Vo 

ro<; 

a 

—  cos  7 

C05 

«o 

siii  (f 

Cns 

«0 

C05 

6 

—  cos  « 

COS 

■So 

-J^o 


sin  <f' 


ro  rsiniT 

ïo  *  —  ^  'fo 

r^r  s'mi' 

"oy  —  ^y. 

in<r 


Si  la  droite  Jjp  est  prolongée  en  sens  contraire,  les  cosinus  des  angles 
A,  /x,  V  changeront  de  signe,  et  ces  angles  se  trouveront  remplacés 
par  leurs  supplémens.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  le  sens  dans 
lequel  il  faut  prolonger  la  droite  ÔP  pour  que  les  équations  (82)  soient 
vérifiées  ,  ou  ,  ce  qui  est  encore  plus  simple,  pour  que  chacune  des  trois 
fractions 


(83) 


cos  A 


COi  fJ. 


COS  r 


yoz—yio 


lo- 


"j —  "yo 


et  par  conséquent  la  dernière  des  trois,  ait  une  valeur  positive.  Or  il 
est  facile  de  s'assurer  que  cette  condition  sera  remplie,  si  la  perpendi- 
culaire ÔP  a  été  prolongée  dans  un  sens  tel  qu'un  rayon  mobile,  assu- 
jetti à  tourner  autour  du  point  ((9)  ,  et  à  parcourir  l'une  après  l'autre, 
avec  un  mouvement  de  rotation  direct  ,  les  trois  faces  de  l'angle  solide 
OABP ,  soit  obligé,  pour  décrire  l'angle  AOB ,  de  passer  de  la  posi- 
tion O^  à  la  position  OB.  Admettons,  en  effet,  cette  hypothèse.  Le 
rayon  mobile,  en  passant  de  la  position  OA  à  la  position  OB ,  aura 
évidemment  un  mouvement  de  rotation  direct,  non-seulement  autour 
du  demi-axe  OP,  mais  encore  autour  du  demi-axe  des  1  positives,  si 
ces  deux  demi -axes  sont  situés  du  même  côté  du  plan  AOB ,  c'est-à- 
dire  ,  s'ils  forment  entre  eux  un  angle   aigu ,  ou ,    ce  qui   revient  au 
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même,  si  le  cosinus  de  cet  angle,  savoir,  cosv,  est  positif.  Au  con- 
traire, si  cosv  est  négatif,  ou  si  l'angle  v  est  obtus,  les  deux  demi-axes 
n'étant  plus  situés  du  même  côté  par  rapport  au  plan  OAB ,  le  mou- 
vement du  rayon  mobile  sera  rétrograde  autour  du  demi-axe  des  1  po- 
sitives. Soient  d'ailleurs  OA',  UB'  les  projections  des  rayons  vecteurs 
OA,  OB  sur  le  plan  des  x,  y,  ou,  en  d'autres  termes,  les  rayons 
vecteurs  menés  dans  ce  plan  ,  de  l'origine  des  coordonnées  aux  points 
(•*■<>,  7o  )  et  (.V,  y).  Tandis  que  le  rayon  mobile  passera,  dans  le  plan 
OAB,  de  la  position  OA  à  la  position  OB ,  sa  projection  sur  le  plan 
des  x,y  passera  de  la  position  o a'  à  la  position  OB'i  et  le  mouve- 
ment de  cette  projection  autour  de  l'axe  des  1  sera  évidemment  de 
même  espèce  que  le  mouvement  du  rayon  mobile,  c'est-à-dire,  direct 
ou  rétrograde,  suivant  que  la  quantité  cosv  aura  une  valeur  positive 
ou  négative.  De  plus  ,  il  suit  des  remarques  précédemment  faites  [voye^ 
le  second  problème],   que  la  différence 

Xo  y  —  X  y^ 

sera  positive  dans  le  premier  cas,  négative  dans  le  second.  Donc  cette 
différence  et  cosv  seront,  dans  l'hypothèse  admise,  des  quantités  de 
même  signe,  ou,  en  d'autres  termes,  la  fraction 


sera  positive,  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

6.'^  Problème.  Eta/it  donnés  les  cingles  <to  ,  /S,  ,  «Vo  ;  <t,  ,  y8,  ,  y,  ; 
«t.,  /S,,  y,  ,  {jue  forment  avec  les  demi -axes  des  coordonne'es  positives 
trois  rayons  vecteurs  mene's  de  l'origine ,  le  premier  au  point  {^Xo ,  /o ,  Ta) , 
te  second  au  point  {x,  ,  y,  ,  i,) ,  le  troisième  au  point  {x,  ,  y,_,  i^) ,  on 
demande  les  angles  que  chaque  rayon  vecteur  forme  avec  le  plan  des  deux 
autres,  et  le  volume  de  la  pyramide  triangulaire  comprise  entré  ces  rayons 
vecteurs. 

Ltiont  de  M.  Cauchy.  i.'*  Année,  _ 
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Sohttion.  Soient  [A),  [B) ,  [C)  les  trois  points  que  ['on  considère,  et 
désignons  par  r» ,  r, ,  r,_  les  rayons  vecteurs  OA,  ~ÔB ,  OC.  Soient  en 
outre  c^o .  -^i  ,  <^i  les  angles^  respectivement  compris  entre  les  rayons 
vecteurs  r,  et  r^ ,  r^  et  To,  r»  et  ;•,.  Enfin,  représentons  par  £„  >  e,  >  6, 
les  angles  que  chacun  des  rayons  vecteurs  To  ,  r, ,  r^  forme  avec  le  plan  des 
deux  autres;  et  supposons  qu'un  rayon  mobile  assujetti  à  tourner  autour 
du  point  (0) ,  et  à  parcourir  avec  un  mouvement  de  rotation  direct 
les  trois  faces  de  l'angle  solide  OABC .  rencontre  toujours  les  rayons 
vecteurs  r^,  /',  ,  r^  dans  l'ordre  qu'indiquent  les  indices 

G  ,         I    ,         2  , 

rangés  de  manière  à  offrir  les  trois  premiers  termes  d'une  progression 
croissante.  Dans  cette  hypothèse,  si  l'on  nomme  A,  /x,,  i»  les  angles 
que  forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  un  demi-axe 
OP  perpendiculaire  au  plan  du  triangle  AOB ,  et  situé  par  rapport  à 
ce  plan  du  même  côté  que  le  rayon  vecteur  r^ ,  on  trouvera  (problème 
précédent)  , 

^  COS/î„COS>,   COS/3,  C0S7-0 

COS  A  : 


(84)     /     COS /A 


cos  V  : — .  .    j.  —  . 

sin  <^V.  To  r,  sin  <Pi 

De  plus,  l'angle  ÇOP ,  com^xh  entre  le  rayon  vecteur  r^  et  le  demi- 
axe  0,/*,  étant  un  angle  aigu,  son  cosinus  sera  positif,  et  par  consé- 
quent égal  au  sinus  de  l'angle  aigu  ou  obtus  s,  ,  compris  entre  le  même 
rayon  vecteur  r^  et  le  plan  OAB  perpendiculaire  au  demi -axe  OP, 
Ojî,  aura  donc 

sin  e,  ::=  cos  [COP):=.  cos  ctp  cos  A  -f-  cos/3o  cos/m.  -f-  cos  y.  cos»  ; 


sin  </^j 

cos  y  a  COS  a,  —  cos  7, 

,  cos  a,. 

sin  J^z 

coscto  cos  (il  —  cosa, 

cos/îo 

7" 

Z' 

—  7>îo 

r^ 

.r. 

sin  J^i 

lo 

X, 

—  ^,Xo 

To 

ri 

sin  t/^j 

Xo 

y^ 

—  Xiy„ 
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puis,  en  substituant  aux  quantitc's   cos  A ,   tos/x-,   cos  v ,  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (84).  on  trouvera 

(85)  sin  e,  =r 

coS(ïoCos/î,cos>j-cosaoCos,3jCos>-,+cosa,cos"2Cos>-o-cosaiCos/î„cos>-.,-Hros«^cos/î<,cosj',-co5a,cos3,cos>» 
^ojf,  Z,  —  *o^,  Z,  -h  x,j\'^  z,  —  Af.^'o  r^  -H  *,  Jo  Z,  —  *î^',  Jo 


To  r^  r^  sin  i/^. 

Pour  déduire  de  la  formule  précédente  les  valeurs  de  sin  So  et  de  sin  g, , 
il  suffira  de  remplacer  successivement  la  quantité  sin  J^,  par  sin  J^o  et 
sin  c^,.  On  obtiendra  par  ce  moyen  deux  équations  nouvelles,  qui  seront, 
ainsi  que  l'équation  (85),  comprises  dans  la  formule 

{S6)  sin  J^o  sin  Êo  =  sin  J\,  sine,  ziz:  sin  J^j  sin  g^  zrr 

CO$aoCos^,a)s>'j-cosaoCos^^cos>-,-H:osa,cos/îjCos^o-cosa,cos/3oCos>-j+cosajCOSi8oCos>-,-cosaiCos;S,cos>'<,, 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  dans  ia  suivante  : 

[   To  r,  r,  sin  <^o  sin  £„  =  r^  r,  r,  sin  <A,  sin  g,  zzr  To  r,  r^  sin  J^,  sin  g. 
(S7) 

Quant  au  volume  de  la  pyramide  triangulaire  OABC ,  il  sera  équiva- 
lent à  la  surface  du  triangle  OAB ,  c'est-à-dire,  à  l'expression 

—  To  r,  sin  J^^  , 

multipliée  par  le  tiers  de  fa  perpendiculaire  abaissée  du  point  C  sur  le 
plan  de  ce  triangle.  Or,  cette  perpendiculaire  étant  évidemment  repré- 
sentée par  le  produit 

r,  cos  [COP]  z=  r  sin  J^»  r 

il  en  résulte  que  le  volume  cherché  aura  pour  mesure  la  quantité 
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(88)  -^  To  r,  r^  sin  J^^  sin  e^  , 

à  laquelle  on  peut  substituer  l'expression 

Pour  obtenir  avec  leurs  signes  les  termes  compris  entre  parenthèses 
dans  cette  dernière  formule,  il  suffit  de  multiplier  l'un  par  l'autre  les 
trois  facteurs  x,y,  1,  en  les  écrivant  dans  l'ordre  naturel  qui  indique 
le  mouvement  de  rotation  direct  d'un  rayon  mobile  assujetti  à  parcou- 
rir successivement  les  trois  faces  de  l'angle  solide  formé  par  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives  ,  puis  de  placer  au  bas  de  ces  facteurs 
les  indices  o,  \,  1,  rangés  dans  un  ordre  quelconque.  En  formant 
toutes  les  combinaisons  possibles,  on  obtiendra  six  produits  différens, 
dont  chacun  devra  être  pris  avec  le  signe  -j-  ou  avec  le  signe  —  , 
suivant  que  l'ordre  dans  lequel  se  trouveront  disposés  les  trois  nombres 
o  ,  I  ,  2  ,  indiquera  un  mouvement  direct  ou  rétrograde  d'un  rayon 
vecteur  mobile  assujetti  à  parcourir  successivement  les  trois  faces  de 
l'angle  solide  OABC.  La  même  règle  s'applique  à  la  détermination 
des  signes  des  termes  compris  dans  le  second  membre  de  la  formule 
(86),  quand  on  substitue  aux  facteurs  A',  ^,  1,  les  facteurs  cos  et,  cos/3, 
cosy.  Ajoutons  que  cette  règle,  à  laquelle  nous  sommes  parvenus  en 
supposant  qu'un  rayon  mobile,  assujetti  à  parcourir  avec  un  mouvement 
de  rotation  direct  les  trois  faces  de  l'angle  solide  OABC,  rencontrait 
les  rayons  vecteurs  r^ ,  r,  ,  r,  dans  l'ordre  indiqué  par  la  combinaison 
O ,  I  ,  2.  ,  subsisterait  également ,  si  l'on  admettait  la  supposition  con- 
traire. Alors  ,  en  effet,  les  valeurs  de  cos  A,  cos /x. ,  cosv  venant  à 
changer  de  signe  \_voyei  le  problème  précédent],  l'expression  (8p)  et  les 
seconds  membres  des  formules  (86),  (87)  en  changeraient  aussi  ,  de 
manière  que  les  termes  précédemment  affectés  du  signe  -+-,  le  terme 
*o  yt  Zi,  par  exemple,  se  trouveraient  affectés  du  signe  — .  Mais  il  est 
clair  que,  dans  la  nouvelle  supposition,  la  combinaison  o,  1,2,  au 
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lieu  d'indiquer  un  mouvement  de  rotation  direct  sur  les  faces  de  l'angle 
solide  OABC ,  indiquerait  un  mouvement  de  rotation  rétrograde. 

Corolhiire  //''  Le  parallélipipède  dans  lequel  trois  arêtes  coïncident 
avec  les  rayons  vecteurs  To,  r, ,  r,  ,  a  un  volume  six  fois  plus  grand  que 
celui  de  la  pyramide- Oy^^C",  et  par  conséquent  égal  à  la  valeur  numé- 
rique du   polynôme 

(po)  x,y,i^—x,y,_z,  H-.v,7,2o'-A-,>',2,  -^  ^•<^y.^.—x,y,Zo' 
Corolhïlre  2.'  La  formule  (8(5)  fournit  le  moyen  de  transformer  les 
coordonnées  rectangulaires  .v,  y ,  1  d'un  point  quelconque  de  l'espace 
en  coordonnées  reciilignes  ^,  n,  <^  comptées  positivement  sur  les  demi- 
axes  OA.  OB ,  OC,  c'est-à-dire,  sur  les  rayons  vecteurs  r,, ,  r,  ,  r^.  En 
effet,  soit  r  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  {x.y,  z)  y 
et  supposons  les  rayons  vecteurs  r^,  r, ,  r^  disposés  comme  ils  doivent 
l'être  pour  que  la  formule  (8^)  subsiste.  Alors,  si  les  rayons  vecteurs 
fot  r  sont  situés  du  même  côté  du  plan  OAB,  l'expression  qu'on  ob- 
tiendra en  divisant  par  sin  J^„  le  second  membre  de  la  formule  (86),  et 

remplaçant  dans  ce  second  membre  cos  o,^  par  —  >  cos  /3^  par  -^  , 
C05  Vo  par  -^  ,  savoir  , 

/       «       ^■(cosfliCOS'yi— cosS:COS')',)-i-_>'(cos7,co?ai— cos')'2Cosa,)-(--{cosa,cos/3j— cofajCO?/3,) 
^p    )     .  r  sia  ^,  ' 

représentera,  le  sinus  de  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  r  avec  le 
plan  BOC ,  et  le  produit  de  cette  expression  par  r,  savoir, 

,       .      X  (cosiS^cos-)-!— cos/2jcos7,)-i-y(cos7,cosa,— cos-)'2Cosa,)-i--(cosa;,cosôi— cos(ï,coç/î  J 

désignera  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  (.v,  y,  z)  sur  le  plan  dont 
il  s'agit.  Les  expressions  (cji)  et  (92)  représenteraient  le  même  sinus 
et  la  même  perpendiculaire,  pris  avec  le  signe — ,  si  le  rayon  vecteur  r 
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n'était  plus  situé  par  rapport  au  plan  BOC  du  même  côté  quô  lé  rayon 
vecteur  r^.  De  plus,  il  est  facile  de  s'assurer  que  le  produit 

(93)  l  sin  6, 

représentera  encore  fa  perpendiculaire  en  question ,  prise  avec  le  signe 
-t-  dans  le  premier  cas,  et  avec  le  signe  —  dans  le  second.  Cela  posé, 
en  égalant  l'expression  (pz)  au  produit  (pj),  on  trouvera 

[H)  l  ■= 

X (  cos/î,cos7i  —  cos/SiCos^,  )  -Hj>  (  cos>  ,co?a2  —  cos'XiCOsa,  )  -H^ (  cosa,co?iSi — cosaiCos/3,  ) 

sin  J^a  sin  {„ 

Après  avoir  ainsi. calculé  la  valeur  de  %,  on  formera  de  la  même  ma- 
nière les  valeurs  des  coordonnées  n  et  ^;  puis,  en  ayant  égard  à  la  for- 
mule (86),  et  faisant,  pour  abréger, 

(95)  D=       ' 

cosaoCos/î,cos>-.j-cosaoCos/î^co5>';+cosa,cos/3^cos>-o-cosa,cosi5oCos>-j+cos(»jCos/3oCOS>-,-cos«jCOS/3,coS>',  , 

on  obtiendra  les  équations 


l^- 


i(roîô,rosj'j— co</î,cosj-,)-H;'(co5j',cosaj — cosj'jCosa,)-l-j(cosa,cos/8,— cosa^cosyS,) 


D 
^(cosiâjCosj-c, — cos/î„cos>-j)-t-^'(cos>-jCosa(,— co->-oCosa,)-t- j^(co5a  ,ro?/3„ — cos«oCos/&j) 


(9«);»  = 


*(cosi3„cosj-,— co</3,co^?-„) -!-_)'(  co5j-<,cosa,—co5>,  cosoto) -H  j(co';a„cis/î, — cosa.cosjSo) 


qui  déterminent  ^,  >i,  ^  en  fonctions  à&  x  ,  y ,  1,  et  réciproquement. 
Dans  la  supposition  que  nous  avons  admise  pour  établir  ces  équations, 
les  mouvemens  de  rotation  directs,  sur  les  faces  de  l'angle  solide  formé 
par  les  demi -axes  des  coordonnées  positives,  ne  changent  pas  de  na- 
ture, lorsqu'au  système  des  coordonnées  rectangulaires  x,y,  1  on  subs- 
titue le  système  des  coordonnées  obliques  ^,  rt,  ^;  et  le  mouvement 
de  rotation  direct  dans  chacun  des  plans  coordonnés  autour  du  demi- 
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axe  perpendiculaire  à  ce  plan  est,  pour  les  deux  systèmes  à-ia-fois, 
ou  un  mouvement  de  droite  à  gauche  ,  ou  un  mouvement  de  gauche  à 
droite.  Dans  la  supposition  contraire,  le  dernier  membre  de  la  formule 
{86)  changerait  de  signe.  Mais,  comme  le  numérateur  de  la  fraction 
comprise  dans  le  second  membre  de  la  formule  (94)  ^ii  changerait 
aussi,  on  déduirait  toujours  de  ces  deux  formules  combinées  la  pre- 
mière des  équations  (96).  Par  conséquent,  les  formules  (96),  dans  les- 
quelles la  quantité  D  est  déterminée  par  l'équation  (95),  subsistent, 
quelle  que  soit  ,  dans  chacun  des  deux  systèmes  de  coordonnées ,  la 
disposition  des  demi-axes  des  coordonnées  positives. 

Pour  éliminer  des  équations  {p6)  les  quantités  _y  et  ^^  i^  suffit  d'a- 
jouter ces  équations  ,  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 
ces  cto ,  cos  ce,,  cos  <t,.  En  opérant  ainsi  ,  et  ayant  égard  à  la  formule 
(pj) ,  on  trouvera 

r  X  :=r  ^  cos  cL^  -+-  Yi  cos  CL,  -+-  (^  cos  ot^.    On  trouvera  de  même 
(p7  )     /  _y  =  ^  cos  /3^  -f-  n  cos  /3,  -f-  ^  cos  /3^  , 
[  ^  ::::=  ^  cos  Va  H-  «  cos  y ,  -H  <^  cos  y^. 

Ces  dernières  formules  pourraient  être  établies  directement  par  la  simple 
considération  du  rayon  vecteur  r  successivement  projeté  sur  les  trois 
axes  des  .v,  y,  1.  Elles  ne  diffèrent  pas  des  formules  [62),  qui  se  trouvent 
ainsi  étendues  au  cas  même  où  il  s'agit  de  remplacer  un  système  de 
coordonnées  rectangulaires  par  un  système  de  coordonnées  obliques. 

Corol/ûire j/  La  formule  (86)  subsiste  évidemment,  quel  que  soit  le 
point  auquel  aboutissent  les  trois  rayons  vecteurs  r„ ,  r,  ,  r^ ,  et  dans 
le  cas  même  où  ce  point  ne  coïncide  pas  avec  l'origine  des  coordonnées. 

Corollaire  ^.'  Si  les  rayons  vecteurs  r„,  r, ,  r,,  au  lieu  d'aboutir  à  un 
point  unique ,  aboutissaient  à  trois  points  différens  de  l'espace ,  chacune 
des  trois  quantités 

sin  £„ ,      sin  e,  ,      sin  e,  , 
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déterminées  par  la  formule  (8^),  représenterait  le  sinus  de  l'angle  que 

forme  un  de  ces  rayons  vecteurs  avec  un  plan  parallèle  aux  deux  autres. 

Corolhiire  j.'  Lorsque  les  rayons  vecteurs  r„ ,  r,  ,  r^  sont  perpendicu- 
laires l'un  à  l'autre,  les  quantités  et^,  a^,  ,  a.^,  fi^  .  .  .  &c.  vérifient  les 
équations  {6^)  et  [6,^).  En  même  temps,  chacun  des  angles 

se  réduit  à  un  angle  droit;  et,  en  supposant  les  rayons  vecteurs  r„,  r,,  r, 
disposés  comme  ils  doivent  l'être  pour  que  la  formule  (86)  subsiste,  on 
tire  de  cette  formule 

(p8)  ,   =r 

cosa„cosj3,cos>'.-cosa„cos/5,cos>-,+cosa,cos/îjCos>-o-co5a,cosi3oCos>-j+cos«^cos/îoCos>-,-cosa^cos^,cosj', . 

Si  l'on  adoptait  la  supposition  contraire,  le  dernier  membre  de  la  for- 
mule (86)  changerait  de  signe,  et  l'on  trouverait 

{99)  '   = 

-co5a,coslitCOi}'^+coia.^cosfi^cosyi-coia.,costi^coiyo+cosd,coifi„cos>^-cosa^cosP),cosj't+co$a^cosP>,co!}'m- 

Les  formules  (p8)  et  (pp)  sont  comprises  l'une  et  l'autre  dans  la  suivante 
(100)  I   =: 

(cosaoCosiî,cos)-j-cos<«oCos/SjCos>,-H:os«,cos/3^cos>-o-cos*,cos^oCos>',+cosa^cos0oCO5>,-cosa^co$/3,cos>'o)*, 

à  laquelle  on  peut  arriver  directement,  en  combinant  ensemble  les  équa- 
tions {6^)  et  {64). 

7.'  Problème.  Trouver  la  plus  courte  distance  entre  la  droite  mene'e  par 
Je  point  [x^yy^,  2„)  de  manière  à  former  avec  les  demi -axes  des  coordon- 
ne'es  positives  les  angles  et^  ,  /3„ ,  7„  ,  et  la  droite  menée  par  le  point 
[Xi,  y,,  2.)  de  manière  à  former  avec  les  mêmes  demi- axes  les  angles 
«-,.  /3.,  y.. 
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Solution.  Soit  r  le  rayon  vecteur  mené  du  point  {x^",  y^'t  zO  au  point 
{Xi,  y,,  <;,  ).  Soit  de  plus  ^  l'angle  compris  entre  les  droites  don- 
nées, chacune  étant  prolongée  dans  le  sens  que  déterminent  les  valeurs 
des  angles  ct^,  /3^,  y^,  ou  et,,  /3,,  y,  ;  et  nommons  £  l'angle  formé  par 
le  rayon  vecteur  r  avec  un  plan  parallèle  aux  deux  droites.  Le  produit 

sin  J^.sin  s 

\_voyei  ie  problème  précédent  et  son  3.*  corollaire]  sera  équivalent,  au 
signe  près,  à  la  quantité  qu'on  obtient  en  remplaçant,  dans  le  dernier 
membre  de  la  formule  (86), 


ces  et j  par >      cos  Pi  par  "^ —j     ces  y^  par 


Oh  aura  en  conséquence 

(loi)  sîn  g  = 

I       (j:,— jr„)(cos/SoCos>-,-cos/î,cosj'o)-(-C''i— '■o)(cos>'oCosa,-cos>-,cosao)-t-(r,— 7o)(cosaoCos/3,-co5<»,coS;3„) 

ZiZ : — ;; • 

r  sin  J^ 

D'ailleurs  ,  si  ,  après  avoir  mené  un  plan  parallèle  aux  deux  droites 
données ,  on  projette  le  rayon  vecteur  r  sur  un  axe  perpendiculaire  à 
ce  plan,  ia  projection,  représentée  par  le  produit  rsin  e,  sera  évidem- 
ment égale  en  longueur  à  la  plus  courte  distance  entre  ies  deux  droites. 
Donc  cette  plus  courte  distance  sera  déterminée  par  la  formule 

(102)  r  sin  Ê  =: 

d:  [  (jf  ,-jro)(cosj3„cos;'.— cos/î,cos>,,)-t-(^,^'„)(cos>acos(t,— cos>-,cos«  J-t-(j,-jo)(cosa„co$/S,— cosa,co5/3o)  ]. 

Pour  savoir  si  le  dernier  membre  de  cette  formule  doit  être  affecté 
du  signe  -f-  ou  du  signe  —  ,  il  suffira  de  mener  par  le  point  (a-^./o.  Zo) 
deux  demi-axes  qui  forment  avec  ceux  des  coordonnées  positives  ,  fe 
premier  les  angles  et,,  ^^,  y,,  le  second  les  angles  et,,  /3,,  y,,  et 

Uftns  dt  M.  Cattchj>.  i.™  Année,  £ 


j4  PRELIMÎN  AIRES. 

d'examiner  si  un  rayon  vecteur  mobile,  qui  décrirait  i'angfç  coirîprîs 
entre  ces  deux  demi -axes  di  manicre  ù  rencontrer  ie  premier  avant 
le  second  ,  aura  ,  autour  du  rayon  yecteur  r ,  un  mouvement  de  ro- 
tation direct  ou  rétrograde. 

Corollaire.   Lorsque  les   droites  données    se  rencontrent ,   leur  plus 
courte  distance  s'évanouit ,  et  l'on  a  par  suite 


('03). 


(  s-,  —  5f„  ;  ( COS,%  COS V,  —  COS^j  COSy^  ) 

-*-(>''  ~7o)  (cos^^cosa,  —  cosy,  cosaj 
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PREAlIÈxRE    LEÇON. 

Inc!inû!SO}i  d'une   Courbe  plane   en  un  point  donné.  Equnùons  de  la 
Tamrcnte  et  de  la  NomiaU  à  cette  Courbe. 


V^oNsiDÉRONS  une  coiwbe  plane  représentée  par  une  équation  entre 
deux  coordonnc:îs  rectangulaires  s,  y.  Désignons  par  A.v,  A^  les  ac- 
croissemens  simultanés  que  prennent  x  et  y  dans  le  passage  d'un  point 
à  un  autre.  Menons  par  le  point  {^x ,  y)  un  demi-a\e  parallèle  à  l'axe 
des  .V,  et  dirigé  dans  le  sens  des  .v  jiositives.  Enfin,  cojicevons  qu'un 
rayon  vecteur  mobile,  appliqué  d'abord  sur  ce  demi-axe,  tourne  autour 
du  point  (v,  y],  avec  un  mouvement  de  rotation  direct  ou  rétrograde, 
et  s'arrtie,  après  une  ou  plusieurs  révolutions,  dans  une  position  telle 
qu'il  coïncide  alors  avec  la  corde  menée  àw  point  (.v,  y)  au  point 
(.v-f-A.v,  j-h  A^').  Si  l'on  nomme  -u  l'angle  qu'aura  décrit  le  fayou 
vecteur,  cQi  an^le  étant  pris  avec  le  signe  4-  ou  avec  le  signe —  selon 
que  le  mouvemerit  de  rotation  aura  été  direct  ou  rétrograde,  il  suffira, 
pour  déierminer  tang-nr,  de  remplacer,  dans  la  seconde  des  formules 
(23)  de  la  page  10 ,  .v  par  A.v,  y  par  Aj,  et  p  par  'or.  On  aura  donc 

(0  *û"g'=^  ==-zr* 

Si,  de  plus,  on  désigne  par  ^,  ti  les  coordonnées  variables  de  la  corda 
ou  sécante  menée  du  point  (v.^)  au  point  (x+A.y,  ;/  +  A^),  on  aura 

encore 

/ 

(2)  .|^  r=  tang -3- , 

et  par  suite 

/-\  "— ,v    ù.y  ..y       .n—y    ^ J~L*_ 
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Oji  pourrait,  au  reste,  établir  directement  la  dernière  équation^  en 
projetant  successivement  sur  les  axes  des  .v  et  des  y  les  deux  longueurs 
comprises,  d'une  part ,  entre  le  point  (.v,  y')  et  le  point  (^,  n)  ;  de  l'autre, 
entre  les  points  (-v,/)  et  (.v-H A.v,  ^--j- A/).  En  effet,  il  serait  facile 
de  reconnaître,   i.°  que  chacune  des  fractions 

"— /  l  —  ^ 

est  équivalente ,  au  signe  près ,  au  rapport  entre  les  projections  des 
deux  longueurs  sur  le  même  axe  ,  et  par  conséquent  au  rapport  des 
longueurs  elles-mêmes  ;  2.°  que  ces  deux  fractions  sont  des  quantités  de 
même  signe,  savoir,  des  quantités  positives,  lorsque  les  points  (^,  «) 
et  (.v-hA.Y,  y-\-Ay)  sont  situés  du  même  côté  par  rapport  au  point 
{x,y)  ,  et  des  quantités  négatives  dans  le  cas  contraire.  La  formule  (4), 
ainsi  établie,  s'étend  évideminent  au  cas  même  où  l'on  désignerait  par 
X  et  y  des  coordonnées  rectilignes  obliques. 

Parmi  les  quantités  positives  ou  négatives  que  l'on  peut  prendre 
pour  'uT  ,  l'une  est  égale,  au  signe  près,  à  l'angle  aigu  compris  entre  la 
sécaiîte  qui  passe  par  les  points  {>■' >  y) ,  (.v-|-Av,  _>'-f-A_y) ,  et  l'axe  des 
X.  Cet  angle  lui-même  est  ce  qu'on  appelle  l'inclinaison  de  la  sécante 
par  rapport  à  l'axe  dont  il  s'agit. 

Concevons  à  présent  que  le  point  (.v-I-A.v,  y -{- Ay)  vienne  à  se 
rapprocher  indéfiniment  du  point  (v,^).  La  sécante  qui  joint  les  deux 
points  tendra  de  plus  en  plus  à  se  confondre  avec  une  certaine  droite 
que  l'on  nomme  t<ingente  à  la  courbe  donnée,  et  qui  touche  la  courbe 
au  point  [x , y).  Pour  déterminer  la  direction  de  cette  tangente,  il  suf- 
fira de  chercher  la  limite  vers  laquelle  converge  l'angle  'zs'  tandis  que 
les  différences  A.v,  A^  deviennent  infiniment  petites.  Si  l'on  désigne 
par  .^  cette  limite,  et,  si  l'on  prend  .v  pour  variable  indépendante,  on 
tirera  de  l'équation  (i) 

(5)  tang^l,  — -^-f  =7'. 
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Parmi  les  valeurs  positives  ou  négatives  de  -^  qui  vérifient  l'équation 
précédente,  celle  qui  sera- la  plus  petite,  abstraction  faite  du  signe,  fera 
connaître  l'angle  aigu  compris  entre  la  tangente  et  l'axe  des  .y.  Cet 
angle  sera  ce  qu'on  nomme  l'i/icli/uiison  de  la  tiuigcntc  ou  l' inclinaison  de 
la  courbe  au  point  (.v,^),  par  rapport  à  l'axe  des  .v.  Soit  r  l'angle  dont 
ii  s'agit.  On  vérifiera  la  formule  (5)  en  prenant 

le  signe  H-  devant  être  préféré  si  l'ordonnée  y  croît  avec  l'abscisse  x  , 
et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire.  Par  suite,  on  aura  dans  le  premier 
cas  tang  r  =:  _>- ';  dans  le  second,  tang  r  zzz  —  y'  ;  et  l'on  trouvera 
généralement 

tang  r  —  ±y' .  séc  r  r=  /(i  -h-;-  )  ,  sin  r  —  ±i  tt-J-ttt' 
cotrzi^rrr-,    cosec  r  :z=  ziz -^ — /- — ->    cos  r  rni  - . 

Concevons  encore  que,  dans  les  équations  (2],  (3)  et  (4),  on  fasse 
converger  vers  zéro  les  différences  A.v  et  Ay.  En  passant  aux  limites, 
et  désignant  par  ^,  n,  les  coordonnées  variables,  non  plus  de  la  sécante, 
mais  de  la  tangente,  on  trouvera  -  -     ' 


o 


(7)  yiIT  —  ^^"S  4  . 

et 

Les  formules  (8)  et  (9)  s'étendent  évidemment  au   cas   mcme   oii  l'on 
désigne  par  x  et/  des  coordonnées  rectiiignes  obliques. 

Si  par  le  point  \^x ,  /.)  de  la  courbe  donnée  on  mène  une  droite  per- 
pendicul.iire  à  la  tangente,  cette  droite  sera  ce  qu'on  appelle  la  normale 
au  point  dont  il  s'agit.   Pour  déduire  l'équation   de  cette  normale  de  la 

formule  (7) ,  il  suffira  évidemment  de  remplacer  l'angle  \  par  .vj/  rh  — 
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On  aura  donc,  eii  dJoignaiU  par  ^  et  7i  les  coordonnées  de  la  normafe,' 


et  pra-  suite 

,      y  1'  — 7_ Jj^ l_ 

^      '  ^ — X  <//        '        y 

ou 

(12)  (^  —  .v)^.Y-f-(« — ^l^/jrzio. 

Soient  maintenant 

('3)  ,  /(■v.7)--=o 

l'cquation  de  la  courbe  donnée,  et  Ç  {x ,  y) ,  %(-V,_)')  les  dérivées  par- 
tielles dé  /{a^j')  par  rapport  aux  variables  .v  et  ^'.  On  tirera  de  i'écjua^ 
tion  (13) 

(i4)  ç{xsy)Jx-{-x{-^-0')'h'=o; 

puis,  en  combinant  cette  dernière  avec  les  formules  (p)  et  {12.),  on 
trouvera  pour  l'équation  de  la  tangente 

(15)    "       (^-•v)<P(-v./)-4-('i-;')%(^^7)  =  o. 

et  pour  l'équation  de  la  normale 

ou 

{17)  (^  — .y);^(.v,j(;)  — (71— j)<p(.v,_y)rr:o: 

Il  est  bon  de  remarquer  que,  pour  obtenir  l'érjuation  de  la  tûfigente ,  il 
suffît  de  remplacer,  dans  l'e'quat'iou  d'iffcreiit'ielle  de  la  courbe ,  les  différentielles 
dx,  dy ,  parles  différences  fuies  ^  —  a-,  m— y.  Au  contraire,  pour  obtenir 
l'équation  de  la  normale,  on  devra  remplacer  dy  par  ^  —  x,  et  dx  par 
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On  peut  observer  encore  qtie  les  formules  (i4).  ('  5).^  ("'').  ('7)  ne 
changeraient  pas,  si  Li  courbe  donncc  ciait  rejircseiucc  liuii  par  i'cuua- 
tion  (13),  mais  par  lu  suivante  , 

(iS)  /(.v,/)  =  '-. 

Enfin,  si,  Jans  les  ccjunlions  (i  5)  et  (17),  on  regarde  les  coorcionn.ces 
^,  r,  comme  constantes,  et  les  cooruonnées  x ,  y  comme  variables  ,  on 
obtiemlr.i  non  pins  les  cquaiions  de  ia  tangente  et  de  la  normale  ù  la 
courbe  (15)  ou  (18),  nuais  les  équations  de  deux  nouvelles  couibes  qui 
seront  les  lieux  gco'nctriques  des  points  où  la  courbe  (18),  et  celles 
qu'on  en  déduit  en  faiLant  varier  ia  constante  c,  sont  rencontrées  par 
des  droites  normales  ou  tangentes  qui  concoiu'cnt  au  point  (^,  î;). 

Lorsque  la  fonction  f  [x  ,  y)  est  une  fonction  entière  du  dc[fré  //; , 
les  premiers  membres  des  équations  (15)  et  (17),  considères  comme 
fonctîons  des  variables  .v ,  y ,  sont  en  général  du  même  degré  ///.  Alors 
les  courbes  représentées  par  les  équations  (13).  (iS).  (15)  et  (17)  sont 
ce  qu'on  appelle  des  courbes  Au  degrc  m.  Si  l'on  suppose  en  outre  que 
la  fonction  f[x,  y)  ne  renferme  pas  de  termes  constans  ,  et  si  l'on  dé' 
signe  par  u  la  somme  des  termes  du  degré  /// ,  par  v  la  somme  des  termes 
du  degré  /// — i  ,  par  w  ia  somme  des  termes  du  degré  //;  — 2,  &c. .  .  .  , 
les  équations  (18)  et  (15)  deviendront 

(ip)  u  ■-{-  V -\-v/ -\-  .  .  .  ^=:c  , 

t 

M      X         ,y         xTdii       dv       f/ir  1  /  xfdi/       ii  V       dw  "1 

{2o\       (^-.v)j__^-H---^--^...J-t-(.-;')|_-H---*--^^...J=zo. 

D'ailleurs,  u ,  v ,  w  .  .  .  étant  des  fonctions  homogènes,  la  première  du 
degré  ;/;,  la  seconde  du  degré  m  —  \  ,  la  troisième  du  degré  /;/— 2  ,  &c..., 
on  aura,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homotiènes, 

,       \  du  du  d\f  dv  ,  .  div  div         ,  » 

De  ces  dernières  formules  ,  combinées  avec  les  équations  (ip)  et  (2.0)/ 
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on  tirera 

.        9-  I du       dv       div  \     .        (du       dv       div  \ ^  ->- 

L'éqiiatioH  (22)  représente,  quand  on  regarde  les  coordonnées  ^,  n 
comme  seules  variables,  la  tangente  menée  par  le  point  [x ,  y)  à  ia 
courbe  (ip),  et,  quand  on  regarde  les  coordonnées  x,y  comme  seules 
variables,  une  courbe  du  degré  m—i  qui  renferme  les  points  de  contact 
de  la  courbe  (icj)  avec  les  tangentes  qui  concourent  au  point  (^,  n)^ 
Si  l'équation  (18)  se  réduisait  à 

(23)  u  =-  c; 

Il  désignant  une  fonction  homogène  du  degré  m,  Téquatîon  {22)  devient 
drait 

I     /\  y    du  du  . 

(24)  1-^  -+-«  -^— wr. 

/."■  Exemple.  Considérons  le  cercle  représenté  par  l'équation  finie 

(25)  x'-^f=:R\ 
L'équation  différentielle  de  ce  cercle  sera 
{2^)  X  dx  ~^y  dy  ^zz  o: 

Cela  posé,  on  trouvera,  pour  l'équation  de  la  tangente  au  point  {x,y)^ 
(27)       a'(^->^)H-;'(>i-^)  =  o,        ou      (28)     x|-l-/7)  =  /?*; 
et  pour  l'équation  de  la  normale  , 

y{l  —  x)  —  x{ri—y)z=zo,  ou 

L'équation  (2.7),  lorsqu'on  y  regarde  les  coordonnées  x,f  comme  seules 
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-variables,  représente  un  nouveau  cercle  qui  ne  dépenJ  pas  du  rayon 
du  premier,  et  qui  a  pour  diamètre  la  distance  comprise  entre  l'orii/ine 
et  le  point  (^,  »i).  II  sufHt,  comme  l'on  sait,  de  construire  ce  nouveau 
cercle  ,  pour  résoudre  le  problème  qui  consiste  à  mener  par  le  point 
(^,>i)  une  tangente  au  cercle  donné.  On  obtiendra  une  autre  solution 
du  même  problème,  si  l'on  construit  la  droite  représentée  par  l'équa- 
tion (28)  dans  le  cas  oli  l'on  fait  varier  x  et  y.  Or,  pour  tracer  cette 
droite,  il  suffit  d'observer,  i."  quelle  est  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  compris  entre  l'origine  et  le  point  (^,  »i)  ;  2."  que  la  distance 
de  l'origine  à  laquelle  elle  coupe  ce  rayon  vecteur,  est  une  ti^isième 
proportionnelle  au  rayon  du  cercle  donné  et  au  rayon  vecteur  lui- 
même. 

Quant  à  l'équation  (29),  elle  reproduit  toujours  la  même  ligne,  quel 
que  soit,  entre  les  deux  points  (^,  m)  et  (v,/),  celui  dont  on  regarde 
les  coordonnées  comme  variables;  et  elle  représente,  dans  tous  les  cas 
ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre,  une  droite  passant  par  l'origine. 

s>/  Exemple.  Considérons  l'ellipse  ou  l'hyperbole  représentée  par 
l'équation  finie 

(30)  Ax'-  -^  iBxy-hCf  =zK. 
L*équation  différentielle  de  cette  courbe  sera 

(31)  {Ax-{-  By)  dx  -H  [Bx  -H  Cy)  dy  =:  o. 

Par  suite,  on  trouvera  pour  l'équation  de  la  tangente  au  point  [x,  y), 

(32)  [Ax  -+-  By)  [l-x)  ~h{Bx-i-  Cy)  (r-^)  ~  o  , 
ou 

(33)  Ax^-i-B{y^-\-XY,)-}-  Cyvz^/C- 
et ,  pour  l'équation  de  la  normale, 

(ji)  {Ax-^By)  {y,-y)  =  {Bx-+~Cy){^-x). 

Le(  Bs  ,li  M.  Caucli/.    1."  Année.  .c- 
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Lorsque,  Jans  les  équations  (32)  et  (33),  on  regarde  les  coordonnées 
.\ ,  y  comme  seules  variables,  ces  équations  représentent ,  la  première, 
une  courbe  semblable  à  la  courbe  donnée,  et  dont  un  diamètre  coïn- 
cide avec  le  i-ayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  (^,  vi)  ;  la  seconde, 
une  droite  qu'il  suffira  de  construire,  si  l'on  se  propose  de  mener  par 
le  point  (^,  n)  une  tangente  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole  proposée. 

Si  l'ellipse   ou    Ihyperbole  est  rapportée  à  ses  axes  ,   son  équation 
sera  de  la  forme 

û,  h  désignant  les  longueurs  des  demi-axes.  Alors  féquation  ['^})  de- 
viendra 

Pouj»  consfruire  la  droite  représentée  par  cette  dernière  équation  dans 
le  cas  où  l'on   regarde   les  coordonnées  x,y  comme  seules  variables, 
il  suffit  de  chercher  les   points  où  cette   droite  rencontre  les  axes.   Or 
il  est  facile  de  trouver  ces  points,    attendu   que   l'abscisse  ou   l'ordon- 
née de  chacun  d'eux,  étant  [abstraction  faite  du  signe]  une  troisième 
proportionnelle    à   l'un    des   demi -axes   et  à  l'abscisse  ou  à  l'ordonnée 
du  point  (^,  m),  conserve,  au  signe  près,  la  même  valeur,  quand  l'el- 
lipse ou   l'hyperbole   est   remplacée  par  un   cercle  qui  a  l'un   des  axes 
2<r;,  zb  pour  diamètre.  Si  l'on  suppose,  en  particulier,  que  la  courbe 
soir  une  ellipse,  et  si  l'on  décrit  trois  cercles  qui  aient  pour  diamètres, 
le  premier  l'axe   la,  le  second  l'axe   xb,  et  le  troisième  le  rayon  vec- 
teur mené  de  l'origine  au  point  (^,  r)  ,  alors  ,  pour  tracer  la  tangente 
menée  par  ce  point  à  l'ellipse,  et  déterminer  les  points  de  tangence , 
il  suffira  de  joindre  par  une  droite  le  point  où  la  corde  d'intersection 
du  premier  et  du  troisième  cercle  rencontrera  l'axe  des  x  avec  le  point 
où  la  corde  d'intersection  du  second  et  du  troisième  cercle  rencontrera 
l'axe  des  y.  Cette  droite  coupera  l'ellipse  aux  points  demandés. 
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j.'  Exemple.  Considérons  la  parabole  reprcseiiice  par  l'équation  iinie 

(37)  ■  f'  =   ^P-""- 
L'équation  difTérentieile  de  cette  courbe  sera 

(38)  y  dy  :=  p  d  x. 

Par  suite,  on  trouvera  pour  l'équation  de  la  tangente  au  point  [x,  y), 

(39)  y[-fl-y]:=p[l-x),  ou  (4o)        y^—p^^px, 
et  pour  l'équation  de  la  normale  , 

(40  y{l  —  x)^p{^—y)  =  o. 

L'équation  (39),  quand  on  y  regarde  les  coordonnées  x,y  comme 
seules  variables,  représente  une  parabole  de  même  forme  que  la  pro- 
posée, et  dont  l'axe,    parallèle  à  l'axe  des  .v,    coïncide  avec   la  droite 

/::=—.  L'équation  (|o)  représente,  sous  la  mcme  condition,    la  droite 

qui  renferme  les  points  de  tangence  des  deux  tangentes  menées  à  la 
parabole  proposée  par  le  point  (^,  >i).  Or,  pour  construire  cette  droite, 
il  suffira  d'observer  qu'elle  coupe  l'axe  des  .v  au  point  dont  l'abscisse  est 
égale  à  —  ^,  et  l'axe  des  /  à  une  distance  de  l'origine  deux  fois  plus 
grande  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  le  rayon  vecteur 
mené  de  l'origine  au  point  (^,  >i). 

^/  Exemple,  Considérons  la  courbe  qu'on  nomme  îogûrilhmitjue ,  et 
dont  l'ordonnée  est  équivalente  au  logarithme  de  i'abscisse.  Si  les  loga- 
rithmes sont  pris  dans  le  système  dont  fa  base  est  A,  et  désignés  par 
la  caractéristique  L,  en  faisant,  pour  abréger, 

on  trouvera  pour  l'équation  finie  de  la  logarithmique 
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U-0  y=:L{x)  =  al{x), 

et  pour  l'équation  difFérentielJe  de  cette  courbe 

^^)  'dy-=.a — —■>      ou      xdy-z^adx. 

Par  suite,  les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  deviendront 

(14)  x[y\—y)z=.a[^  —  x),      ou      .v  (>i  H- ^— j)  z=  ^  ^ 

et 

(^5)  .V  (|  — a)  H-^(n— 7)  ==  o. 

Lorsqu'on  regarde  les  coordonnées  ^,  n  comme  constantes,  et  les  coor- 
données x,y  comme  variables,  les  équations  {^^  et  (4  5)  représentent, 
la  première  une  hyperbole  équilatère  qui  a  pour  asymptotes  l'axe  des 
y  et  la  droite  yz:^  a -\- r^  ,  la  seconde  une  parabole  dont  l'axe  est 
parallèle  à  l'axe  des  y.  Cette  hyperbole  et  cette  parabole  coupent  la 
logarithmique  dans  les  points  où  elle  est  rencontrée  par  les  droites 
tangentes  et  normales  qui  concourent  au  point  (^,  »). 

j,'  Exemple.  Considérons  la  courbe  qui  a  pour  équation,  en  coordon- 
];ées  rectangulaires , 


ou 


(47)      *arctang((f))=:=L/(.v'-H/)-L(/?)=4/i/(A-->-/)-/(/?)]. 

On  s'assurera  aisément  que  cette  courbe  est  du  genre  de  celles  que 
l'on  nomme  spirales ,  qu'elle  fait  une  infinité  de  révolutions  autour  de 
l'origine  ,  enfin   qu'elle  se  déplace  et  tourne    autour   de    l'origine  sans 

*  Conformément  aux  conventions  établies  dans  la  première  partie  du  Cours  d'anilyse , 
nous  (lisons  usage  de  notations  qui  renferment  des  parenthèses  doubles,  toutes  les  fois  qu'il 
s'agit  de  représenter  des  fonctions  qui  admettent  plusieurs  valeurs  :  par  exemple  ,  un  qtiel- 
conque  des  arcs  de  cercle  qui  répondent  à  une  ligne  trigonométrique  donnée. 
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changer  de  forme,  quand  la  constante  R  change  de  valeur.  Cette  même 
courbe,  qu'on  nomme  la  spinile  Jogûrithmi(]ue ,  aura  pour  cquation  dif- 
férentielle 

(4 8)  .V dy  —  y  d X  zzz  a  (  .v d x  -+- y  dy). 

Par  suite,  les  équations  de  sa  tangente  et  de  sa  normale  deviendront 

(4p)  xr.—yl  =  a[x[l  —  x)-^y[-A-y)] 

et 

(50)  •v(^-.v)-f-;'(»i-;')  -+-a[xi^-yl)  =  o. 

Lorsque,  dans  ces  dernières  formules,  on  regarde  .v ,  v  comme  seules 
variables  ,  on  obtient  les  équations  de  deux  cercles  qui  ont  pour  corde 
commune  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  (^,  >i),  qui  ont 
pour  diamètre  ce  rayon  vecteur  successivement  multiplié  par  les  dçux 

expressions  1/  (i-+-— t")'  V^l'""*"'^')  >  ^^  <1^'^  ^^'^  trace  en  décrivant 
sur  la  corde  commune  des  segmens  capables  des  deux  angles,  dont  l'un 
a  pour  tangente  trigonométrique  et  l'autre  pour  cotangente  la  quantité  t:. 
Comme  les  deux  cercles  dont  il  s'agit  coupent  la  spirale  logarithmique 
dans  tous  les  points  où  elle  est  rencontrée  par  les  droites  tangentes  ou 
normales  qui  concourent  au  point  (^,  >i)  ,  ils  fournissent  im  moyen 
facile  de  construire  ces  mêmes  droites. 

En  terminant  cette  leçon  ,  nous  ferons  observer  que ,  si  les  demi-axes 
des  X  et  des  y  positives ,  au  lieu  d'être  perpendiculaires  l'un  à  l'autre  , 
comprenaient  entre-eux  l'angle  J^-,  l'équation  (1)  devrait  être  remplacée- 
par  la  suivante, 

sin  'Sr  Ay 

(5O 


> 


sin  (  /'  —  17s  \  A  X 


à  laquelle  on  parviendrait  en  considérant  le  triangle  qui  aurait  pour 
côtés  les  valeurs  numériques  de  à.x ,  Ay ,  et  comparant  ces  côtés  aux 
sinus   des  angles  opposés.    Alors  il   faudrait   aux  équations   (5),    {■/;)) 
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et  (lo)  substituer  les  suivantes  : 

I       s  sin  ^j.  __     /  __  "ng  4 

W -i  sin(/-— 4)  sin  J^  —  cos /'.tang4     ' 


(53) 
(54) 


H  — y     sin  4 

T—x'  sin  (c/^  — 4) 


->■ 


in(4±^) 


1-^  .„. /"a—  lzIz::^  sin/.tang4-t-cosJ^ 


cos  r/>  — 4^:-) 


Or,  en  vertu  de  la  formule  (52),  l'inclinaison  r  de  la  courbe  donnera, 
par  rapport  à  l'axe  des  x ,  aura  sa  tangente  trigonométrique  déterminée 
par  la  formule 

,       .  I  v'  sin  /■  , 

(55)  tang^nr    ,-_^^,,^_^^^    —  ±  tang  r. 

De  plus,  en  combinant  les  formules  (52)  et  (53),  on  reproduira,  comme 
on  devait  s'y  attendre,  l'équation  (8),  qui  sera  toujours  celle  de  la 
tangente  à  la  courbe.  Enfin,  si  l'on  élimine  tang  ^  entre  les  formules 
(54)  et  (55^.  on  trouvera  pour  l'équation  de  la  normale 


(5^) 


n  —  y     I  -f-  y'  cos  J^ 

5  —  X  y' -t- cos  ^ 


't 
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SECONDE  LEÇON. 

Des  Longueurs  appelées  Sous-tangentes,  Sous  normales ,  Tangentes 
et  Normales  des   Courbes  planes. 


Les  équations  (8)  et  (i  i)  de  ia  leçon  précédente  ,  quand  on  consi- 
dère ^  et  5?  comme  seules  variables,  représentent,  ainsi  qu'on  l'a  fait 
voir,  les  droites  tangentes  et  normales  menées  à  une  courbe  piane 
par  le  poiiU  (  v,j).  Si,  dans  ces  mêmes  équations,  on  pose  ^  :^  o,  on 
tirera  de  la  première 


(0 

X  - 

-^ 

y 
,    > 

y 

et  de 

la 

seconde 

(^T 

l 

A 

yy- 

11  en 

résulte 

que  les 

val 

eurs 

numériques 

des 

expressions 

y 
y 

■  > 

yy' 

expriment  les  distances  comptées  sur  l'axe  des  x,  entre  le  pied  de  l'or- 
donne^ y  et  les  points  où  cet  axe  est  rencontré  par  la  tangente  et  la 
normale  à  la  courbe.  Ces  distances  sont  ce  qu'on  appelle  la  sous-tangente 
et  la  sous-normûlc  de  la  courbe,  relatives  au  point  (a-,  _>•).  Donc,  si  l'on 
désigne  la  sous-normale  par  U  et  la  sous-tangente  par  V,  on  aura 


(3)  U=zd-y/,  (4)'      V  = 


les  signes  étaiit  choisis  de  manière  que  les  valeurs  de  U  et  de  F  soient 
positives. 
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On  peut  remarquer  que  l'ordonnée  y  est  équivalente, URigne  près, 
à  la  moyenne  géométrique  entre  les  deux  distances  U  et  V ,  puisque 
celles-ci,  étant  multipliées  l'une  par  l'autre,  donnent/"  pour  produit. 

Les  longueurs  comptées  sur  les  droites  tangente  et  normale  ,  entre 
la  courbe  et  l'axe  des  .v,  sont  ce  qu'on  appelle  la  longueur  de  la  tangente 
et  la  longueur  de  la  normale  ,  ou,  plus  simplement,  la  tangente  et  la 
normale  de  la  courbe.  Elles  servent  d'hypothénuses  à  deux  triangles  rec- 
tangles qui  ont  pour  côtés  l'ordonnée  y  réduite  à  sa  valeur  numérique 
et  la  sous-tangente  ou  la  sous-normale.  Donc ,  si  l'on  désigne  la  tan- 
gente par  T  et  la  normale  par  A^,  on  aura 

et  par  suite 

(5)        .Vz=±;'i/(i+/'),        [6)      rzr:d:;"/(.H--^); 

le  signe  -+-  ou  le  signe  —  devant  être  préféré  suivant  que  l'ordonnée  / 
sera  positive  ou  négative. 

Les  équations  (3) ,  (4).  (5)  et  (6)  peuvent  encore  être  facilement  dé- 
duites dès  formules  (6)  de  la  leçon  précédente  ,  dans  lesquelles  r  désigne 
l'inclinaison  de  la  courbe  proposée  au  point  [x ,  y) ,  c'est-à-dire,  l'angle 
aigu  formé  par  la  tangente  avec  l'axe  des  .v.  En  effet,  dans  les  triangles 
rectangles  qui  ont  pour  hypothénuses  les  longueurs  appelées  tangente  et 
normale,  le  côté  commun  ,  c'est-à-dire,  l'ordonnée/  réduite  à  sa  valeur 

numérique  ,  forme  évidemment  avec  la  tangente  un  angle  égal  à r , 

et  avec  la  normale  un  angle  égal  à  r.  Cela  posé,  si  l'on  construit  un 
cercle  qui  ait  le  sommet  de  l'ordonnée  pour  centre  et  l'ordonnée  elle- 
même  pour  rayon  ,  on  reconnaîtra  immédiatement  que  les  rapports  de 
la  sous-normale  ,  de  la  sous-tangente  ,  de  la  normale  et  de  la  tangente 
au  rayon  du  cercle  ont  pour  valeurs  respectives 

tang  r  ,      cot  r  ,      séc  r  ,      coséc  r. 
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En  consé(]uence,  la  sous-noi-male ,  la  soifa-tangente  ,   la  normale  et  la 
tangente  seront  représentées  par  les  valeurs  numériques  des  produits 

(7)  }•  tang  r  ,     y  cot  t  ,         /  séc  r  ,  y  coséc  r  ; 

ou ,  si  l'on  a  égard  aux  formules  (6)  de  la  leçon  précédente,  par  les  valeurs 
numériques  des  expressions 

(8)  y/,         jr,    7i/(«+y').   yi/  ^^-jh-)' 

I."  Exemple.   Si  la  courbe  donnée  coïncide  avec  le  cercle  représenté 
par  l'équation 

(9)  ^»  H- /  =  /?', 

les  valeurs  de   U,  V ,  N ,  T  deviendront  respectivement 

(10)  U—±x,   F=dL:(^— A-),  7V=:/?,   r=±4(^*-^')'' 

La  sous-normale  se  réduira  donc  à  la  valeur  numérique  de  l'abscisse, 
et  ia  normale  au  rayon  ,  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

2.'  Exemple.   Si  la  courbe  donnée  coïncide  avec  l'ellipse  ou  l'hyper- 
bole représentée  par  l'équation 


(lO 

^--^    -- 

on  trouvera 

[u    ^ 

::  -          y- 

Il  suit  des  équations  précédentes,  i."  que,  dans  l'ellipse  et  dans  l'hyper- 
bole, le  rapport  de  la  sous- normale  à  l'abscisse  est  une  quantité  cons- 
tante; 2."  que  la  sous-tangente  est  indépendante  du  demi-axe  désigné  par  ^. 

Lffoni  de  M.  CaKchy.   i .™  Année.  q 
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Par  conséquent,  la  sous-tangente  conserve  la  même  valeur  dans  l'ellipse 
qui  a  pour  équation  , 

et  dans  le  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  le  rayon  a.  Ces 
remarques  fournissent  le  moyen  de  construire  facilement  les  sous-nor- 
males et  les  sous-tangentes  des  courbes  représentées  par  les  équations 
(il)  et  (13)-  Si  l'on  veut  obtenir  en  particulier  le  point  de  rencontre 
de  l'axe  des  x,  et  de  la  normale  correspondante  au  point  dont  l'abscisse 
est  -v ,  il  suffira  de  porter  sur  l'axe  il>,  et  à  partir  de  l'une  des  extrémi- 
tés de  cet  axe  ,  une  longueur  égale  à  — —  ^>  puis,  de  mener  par  l'ex- 
trémité de  cette  longueur  une  parallèle  à  la  droite  qui  joint  l'extrémité 
de  l'axe  et  le  pied  de  l'ordonnée  y.  Cette  parallèle  rencontrera  l'axe  des 
.Y  au  point  demandé. 

j/  Exemple,   Si  la  courbe  donnée  coïncide  avec  la  parabole 
(i4)  f-z^^px; 

on  trouvera 

(15)    u=p,  v=ix,  N=p^p-\-zxy,  r=2.v'(x-f-'^]'- 

Ainsi,  dans  la  parabole,  la  sous  -  normale  est  constante,  et  la  sous- 
tangente  double  de  l'abscisse.  Ces  remarques  fournissent  les  règles  con- 
nues pour  la  construction  de  la  normale  et  de  la  tangente. 

^/  Exemple.  Concevons  que  dans  l'équation  (4-)  de  la  leçon  pré- 
cédente, on  échange  entre  elles  les  deux  coordonnées  a-,  y,  et  faisons 
toujours  L{e)zi=.û.   L'équation  que  l'on  obtiendra,  savoir, 

(i(5)  x:=L{y),  ou  x=:ûl{y), 

représentera  la  logarithmique  dans  une  nouvelle  position.  Or,  on  tirera 

de  l'équation  (i  6) 
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(,7)  y=e''^ 


I 


et  par  suite  y  =z  — e   , 


a 


Ainsi,  dans  la  logarithmique  représentée  par  i'éqiiation  (16),  la  sous- 
tangente  est  constante ,  et  la  sous-normale  proportionnelle  au  carre  de 
1  ordonnée. 

j".'  Exemple.  Supposons  qu'à  partir  de  l'origine  des  coordonnées  on 
porte  sur  l'axe  des  y ,  et  dans  le  sens  des  y  positives  ,  une  longueur 
égale  à  R.  Concevons  de  plus  qu'après  avoir  décrit  de  l'extrémité  de 
cette  longueur,  et  avec  le  rayon  R,  une  circonférence  de  cercle,  on 
fasse  rouler  le  cercle  sur  l'axe  des  x.  Le  point  de  la  circonférence  qui 
coïncidait  au  premier  instant  avec  l'origine  des  coordonnées  ,  décrira 
une  courbe  que  l'on  nomme  cycloide ,  et  dont  l'équation  pourra  être  fa- 
cilement établie  par  la  méthode  suivante. 

Pendant  que  le  cercle  roulera  sur  l'axe  des  .v  ,  le  centre  se  mouvra 
parallèlement  au  même  axe  ,  et  le  rayon  qui  aboutissait ,  dans  le  pre- 
mier instant,  à  l'origine,  tournera  autour  du  centre,  en  décrivant  un 
angle  qui  croîtra  sans  cesse.  Désignons  par  cù  cet  angle;  par  ^,  >i,  les 
coordonnées  du  centre;  et  par  .v,  y,  les  coordonnées  de  l'extrémité  du 
rayon  mobile,  qui  seront  aussi  les  coordonnées  de  la  cyclo'ide.  L'arc  de 
cercle  compris  entre  l'extrémité  dont  il  s'agit  et  le  point  où  le  cercle 
touchera  l'axe  des  x ,  aura  évidemment  pour  mesure  le  produit  Ra;  et, 
puisque  les  diverses  parties  de  cet  arc  se  seront  appliquées  l'une  après 
l'autre  sur  des  parties  égales  de  l'axe  des  .v,  comprises  entre  l'origine  et 
le  point  de  tangence,  la  droite  qui  joint  ces  deux  derniers  points,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  l'abscisse  du  centre  du  cercle,  aura  elle-même 
une  longueur  équivalente  à  Ra.   Cela  posé,  on   trouvera,    en  suppo- 


r2  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

sant ,   pour  plus  de  commodité  ,  que  le    cercle  se  soit   mu  du  côté  des 

.Y  positives, 

De  plus,  il  est  clair  que  les  projections  algébriques  du  rayon  vecteur 
mobile  sur  les  axes  des  x  et  des  y  pourront  être  également  représen- 
tées ,  ou  par 

X  —  ^  ,      y  —  1 , 

ou  par 

—  R  sin  cù  ,        —  R  cos  u. 

On  aura  donc 

(  1  c))  X  —  ^-zz:  —  R  sin  «,     y  —  vim  —  7?cosw, 

et  par  suite 

X  m:  ^  —  R  sin  a  ,        ^  :=  n  —  R  cos  «  ; 
puis,  l'on  en  conclura,  en  remettant  pour  ^  et  n  leurs  valeurs, 
(20)  X  :=z  R  [cù  —  ûn  Cù) ,     y  z^  R  [i  —cos  u). 

II  suffira  d'étendre  les  deux  formules  qui  précèdent  au  cas  où  a  devient 
négatif,  pour  obtenir  les  coordonnées  x,  y  des  points  de  la  cycloïde 
situés  du  côté  des  .v  négatives,  c'est-à-dire,  des  points  avec  lesquels 
coïncide  successivement  l'extrémité  du  rayon  mobile  quand  le  cercle  se 
meut  de  ce  côté.  Si  maintenant  on  lire  la  valeur  de  co  de  la  seconde 
des  équations  (20)  pour  la  substituer  dans  la  première,  on  trouvera, 
i,"  en  supposant  l'angle  ce  renferme  entre  les  limites  o  ,  vr , 

{21)  A- rzz /?  arc  cos — ^ -[/{iRy  —  7'); 

2.°  en  prenant  pour  «  un  nombre  entier  ,  et  supposant  l'angle  a  ren- 
fermé entre  les  limites  zhiivr,  dtziiTT -\-rr , 
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(22)  .V  r=  i^farc  cos — —^zt:  tivrl —  cos«7r.-|/(2  Ry—y'). 

On  peut  remplacer  les  formules  (21)  et  (22)  par  la  suivante, 

(23)  Ar:=/?arccos((^^))±/(2/?;— /), 

le  radical  devant  être  atîecté  du  signe  -H  ou  du  signe  —   suivant  que 
le  rapport 


arc  cos  l(  — = —  Il  —  arc  cos  | 


se  réduit  à  un  nombre  pair  ou  à  un  nombre  impair.  L'équation  (23) 
représente  (a  cycloïde  entière,  tandis  que  les  formules  (21)  et  (22)  re- 
présentent seulement  des  portions  de  cette  courbe  correspondantes  à 
des  valeurs  de  a  comprises  entre  certaines  limites. 

La  bûse  de  la  cycloïde  est  la  droite  sur  laquelle  on  fait  rouler  le  cercle 
générateur,  et  que  nous  avons  prise  pour  axe  des'jc. 

Quand  on  se  propose  de  rechercher  fes  propriétés  de  la  cycloïde  ; 
on  peut  employer  ou  l'équation  (23),  ou  le  système  des  équations  (20), 
On  reconnaîtra  sans  peine,  à  l'aide  de  ces  équations,  que  la  cycloïde 
est  composée  d'une  infinité  de  branches,  toutes  pareilles  les  unes  aux 
autres,  dont  les  points  extrêmes,  situés  sur  i'axe  des  a-,  répondent  aux 
abscisses 

.v:=o,   xz^dzivrR,   az=:±4 '^r/? ,   x=^lt:6vrR,   Sec..., 

et  dont  chacune  est  divisée  en  deux  parties  symétriques  par  une  ordon- 
née correspondante  à  l'une  des  abscisses 

.v  =  rb-7r/?,    A-  =  ±37r/?,    x^^dz^vrR,   &c 

De  plus,  en  différenciant  les  équations  (20),  et  prenant  x  pour  variable 
indépendante ,  on  trouvera 

(24J  dx  z=:  R[i —cosu)  d(jù-=izydcù ,      dy=.  Rûnoodoo , 


r^  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

On  aura  par  suite 

Enfin,  on  tirera  de  la  formule  (25),  combinée  avec   la  première  des 
formules  (i  p)  , 

{27)  \  —  .\  zzz  R  sin  «  ^=-yy'  > 

^  étant  l'abscisse  du  centre  du  cercle  générateur ,  ou ,  ce  qui  revient  au 
raéme ,  l'abscisse  du  point  de  tangence  de  ce  cercle  avec  l'axe  des  a-. 
Or,  cette  abscisse  ne  différant  pas  de  celle  que  détermine  l'équation  (2), 
le  point  de  tangence  dont  il  s'agit  se  confondra  nécessairement  avec  le 
point  où  l'axe  des  .v  es't  coupé  par  la  normale  à  la  cycloïde.  Il  est  aisé 
d'en  conclure  que  si  l'on  trace  un  diamètre  parallèle  à  l'axe  des  y 
"dans,  le  cercle  générateur  de  la  cycloïde ,  les  directions  de  la  normale 
et  de  la  tangente  à  cette  courbe  seront  indiquées  par  les  droites  menées 
du  point  (.Y,  y)  pris  sur  la  courbe  aux  deux  extrémités  du  diamètre. 
Ajoutons  que  la  longueur  appelée  normale  sera  précisément  la  corde 
qui  sous-tendra,  dans  le  cercle,  l'angle  a»,  et  que,  pour  obtenir  la  sous- 
normale  de  la  cycloïde  ,  il  suffira  de  projeter  le  rayon  mobile  mené 
du  point  (^,  y\)  au  point  (.v,/)  sur  l'axe  des  .v. 
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Centres ,   Diamètres ,  Axes  et  Asymptotes  des  Courbes  planes. 
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On  nomme  centre  d'une  courbe  plane  un  point  tel  que  les  rayons 
vecteurs  menés  de  ce  point  à  la  courbe  soient  deux  à  deux  égaux  et 
dirigés  en  sens  contraires.  Lorsqu'une  courbe  plane  a  un  centre  ,  et 
qu'on  y  a  transporté  l'origine  des  coordonnées ,  on  n'altère  point  l'équa- 
tion de  la  courbe  en  y  remplaçant  .v  par  — .v,  et  y  par  — y.  Lorsque 
le  centre  coïncide  avec  le  point  qui  a  pour  coordonnées  a  qi  h ,  alors , 
en  posant  /  —  h  z=z  t  [x  —  ^ ) ,    ou 

yz=zb-\-t[x  —  a), 

on  tire  de  l'équation  de  la  courbe,  pour  chaque  valeur  de  t,  plusieurs 
valeurs  de  .y  —  a,  dont  quelques-unes  peuvent  se  réduire  à  zéro,  tandis 
que  les  autres  sont  deux  à  deux   égales  et  de  signes  contraires. 

Exemples.   Les  courbes 

A  x'  -h  iB  xy  -+■  Cf-  =  K ,   >■  n=  A.-' ,   ;'5  z=:  a-  ,    &c. .  .• 

ont  pour  centre  commun  l'origine  des  coordonnées  ,  tandis  que  les 
courbes 

[x-ay--^[y-hY  —  R\  y-h  —  {x-a)\   [y~h)^  —  [x-ay,   8cc... 

ont  pour  centre  commun  le  point  [a,  h). 

Une  courbe  peut   avoir   un  nombre  infini  de  centres.    Ainsi  ,    par 
exemple  ,  la  courbe 

(0  ^  y  zi=z  sin  a-  , 

composée  d'une  infinité  d'arcs  semblables  les  uns  aux  autres ,  et  situés 
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alternativement  au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe  des  .v  ,  a  pour  centre 
non -seulement  l'origine  des  coordonnées,  mais  encore  chacun  des 
points  où  elle  coupe  l'axe  des  .v.  En  effet ,  l'équation  de  cette  courbe 
ne  changera  pas  de  forme  si  l'on  transporte  l'origine  en  un  de  ces 
points  ,  c'est-à-dire  ,  si  l'on  fait  croître  ou  diminuer  .v  d'une  quantité 
égale  à  //vr,  «  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 

Toute  droite  menée  par  le  centre  d'une  courbe  plane  est  un  diamètre 
de  cette  courbe. 

On  appelle  axe  d'une  courbe  une  droite  qui  partage  cette  courbe  en 
deux  parties  symétriques.  Lorsqu'une  droite  de  cette  espèce  est  prise 
pour  axe  des  abscisses  ou  des  ordonnées,  à  chaque  valeur  de  x  ou  de  y 
répondent  deux  valeurs  de/  ou  de  x,  égales  et  de  signes  contraires. 

Exemples.   La  parabole 

y-'   —   zpx 

a  un  seul  axe  qui  coïncide  avec  l'axe  des  x.  L'ellipse  ou  l'hyperbole 
X^    _,      v' ^ 

~^  —  'V  '■ 

a  deux  axes  qui  coïncident  avec  les  axes  des  coordonnées.  La  courbe 
représentée  par  l'équation  (i)  a  une  infinité  d'axes  parallèles  à  l'axe 
des  r,  et  qui  correspondent  à  des  abscisses  de  la  forme 

H  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 

Toutes  les  fois  que  deux  axes  d'une  courbe  se  coupent  à  angles 
droits,  leur  point  d'intersection  est  un  centre  de  la  courbe.  Car,  si  on 
les  prend  pour  axes  des  .v  et  des  y ,  on  pourra,  sans  altérer  l'équation 
de  la  courbe,  remplacer  ,   i.°  /  par  —y ,   2.°  x  par  —  x.  Par  suite  ,  on 
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pourra  changer  à-Ia-fois  les  signes  Jes  deux  coordonnées  x,y ,  ce  qui 
sufîîra  pour  établir  l'existence  d'un  centre  coïncidant  avec  l'origine. 

On  appelle  asymptote  d'une  courbe  plane  une  droite  de  laquelle  cette 
courbe  s'approche  indéfiniment  ,  sans  pouvoir  jamais  la  rencontrer.  II 
est  facile  de  trouver  les  asymptotes  d'une  courbe  représentée  par  une 
équation  entre  deux  coordonnées  rectangulaires  x ,  y.  En  effet,  consi- 
dérons d'abord  les  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  y ,  et  soit 

(2)  ;.  =  ^  .V  -+-  / 

l'équation  de  l'une  d'entre  elles.  L'ordonnée  correspondante  à  l'abscisse 
.V  dans  la  courbe  proposée  devra  se  réduire  sensiblement,  pour  de  très- 
grandes  valeurs  numériques  de  .v  ,  à  l'ordonnée  de  l'asymptote  ,  et  se 
présenter  sous  la  forme 

(3)  y  —  hx-\-l±2, 

ztze  désignant  un  terme  qui  deviendra  nul  avec  —  .  Cela  posé,  si  l'on 
fait  converger  —  vers  la  limite  zéro,  on  tirera  successivement  de  l'é- 


h      quation  (  j) 

(4) 


L^,i.[A^2^)  =  ,. 


lim  -^—  := 


(5) 

Donc 


/im{y  —  kx)  =  lim{Id=s)  =  /. 
pour  déterminer  la  constante  k,  il  suffira  de  poser  dans  l'équa- 


iio]i  de  la  courbe  ■ —  =  s  ,   ou 
(6)  y  —  SX, 

puis  de  chercher  la  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  convergera  la 
variable  s,  tandis  que  la  valeur  numérique  de  .v  croîtra  indéfiniment. 
De  plus,  après  avoir  trouvé  la  constante  k,  on  obtiendra  la  constante  / 
en  posant  dans  l'équaiion  de  ia  courbe  y  —  kx  ■=:zî ,   ou 

Leçons  de  M.  Cauchy.   i .''  Année.  jj 
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(7)  yz=zkx~\-t, 

et  clierchant  la  limite  Je  laquelle  t  s'approchera  sans  cesse ,  pour  Jes 
valeurs  numériques  croissantes  de  la  variable  .v,  A  chaque  système  de 
valeurs  finies  des  quantités  k  ci  1  correspondra  une  asymptote  de  la 
courbe  proposée. 

En  raisonnant  de  la  même  manière,  mais  échangeant  Tune  contre 
l'autre  les  variables  .v  et  v ,  on  trouverait  évidemment  les  asymptotes 
non  parallèles  à  l'axe  des  .v. 

Exemples.   Considérons  la  logarithmique 

(8)  y  =  A". 

On  aura  ,   dans  cette  hypothèse  , 

y  A'    . 


X 


puis,  en  faisant  converger  a-  vers  la  limite  — 00,  on  en  conclura 

k  zzz  Uni  z=  o. 

On  trouvera  par  suite 

î  =  y  =^  A'' ,     l=z  liiii  A"  =  o. 

♦ 

Donc  la  courbe  proposée  aura   pour  asymptote  l'axe  des  .v  ,   ddnt  elle 
s'approchera  indéfiniment  du  côté  des  .v  négatives. 
On  prouvera  de  mcme  cjue  Ja  logarithmique 

{9)  X  =  A-y 

a  pour  asymptote  l'axe  des  y. 

Concevons  maintenant  que  l'équation  de   la  courbe  donnée   se   pré- 
sente sous  la  forme 

(10)  f{x,y)  =  c. 

La  recherche  des  asymptotes  sera  très-facile,  si  l'on  parvient  à  décom- 
poser f{x,  y)   en    plusieurs   parties   dont    chacune   soit    une  fonction 
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homogène  Jes  variables  .v,  v.  En  ellet  ,  nommons  m,  n  ,  ...  les  Jerrés 
Jcs  fonctions  homogènes  tournies  par  la  Jccomposition  dont  il  s'agit, 
et  soit  en  censcfqiience 

(II)  /(x,;0  =  v"'F(^)-Hx''r(-f)-f-&:c.... 

les  nombres  m  ,  n...  c'iant  ranges  de  manière  à  offrir  une  suite  Jccrolasante. 
La  valeur  de  J  z:::  ^—  sera  dctermince  par  rc'quation 


ou 


.v'"  F  [s]  -\-  x"  f  (.-)  -+-  &c. . . .  =n.o  , 

(  ,  2)  F  [s)  -H  -^   i[s)  -f-  &C.  .  .  .  =  G, 

de  laquelle  on  tirera  ,  en  posant  — rz:  o  ,  et  ^  zi:r  k  , 

(13)  F(/0  =  o. 

De  plus,  si  l'on  attribue  à  k  l'une  des  valeurs  propres  à  vérifier  i'cqna- 
tion  (13),  la  valeur  correspondante  de  ^=7  —  k  x  sera  donnée  par 
la   formule 

(i4)  .v'"F(/;-f-^]-f-.v''f(^-H~)-f-<S:c...  =  o; 

et  comme,  en  vertu  de  l'équation  (13),  on  aura 

G  dcoiijnant  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  on  trouvera  encore 

;,— ■  rF'(/^-4-ô^)-f-A-''f(Â-f-^)H-&c...  =  o, 
ou 
{.5)  .'F'(Â-HÔ^)-f-^.i..-f(^-t-'-f)  +  &c...  =  o. 

Si  F'(/;)  et  f [k]   ont  des  valeurs  finies   différentes  de  zéro,  alors,    en 
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pQ53,-,(;  _L  :;:^  o  et  i::zi:I ,  on  conclura  de  l'équation  précédente, 

il .°    pour  !i   <   m  —  I     /  z=:  q  , 
1."   pour  II  =m  —  I     /  = F]!)"' 
3 ."   pour  «  >   m  —  i    /  =  zt:  oc. 

Par  conséquent ,  à  la  valeur  adoptée  de  k  correspondra  ,  dans  la  pre- 
mière hypothèse,  une  asymptote  passant  par  l'origine,  ou  de  la  forme 

(17)  y  =  '^'•^'' 

et  dans  fa  seconde  hypothèse  ,  une  asymptote  de  la  forme 

Dans  la  troisième  hypothèse,  l'asymptote,  s'éloignant  à  une  distance 
infinie  de  l'origine,   disparaîtra  entièrement. 

L'élimination  de  la  constante  k  entre  les  équations  (13^)  et  (17)  pro- 
duit la  formule 

F(f)  =  °. 

qui  fournit,  dans  la  première  hypothèse,  toutes  les  asymptotes  non 
parallèles  à  l'axe  des  v,  et  qui  peut  être  remplacée  par  l'équation 

On  arriverait  encore  à  celle-ci  en  cherchant,  dans  la  première  hypo- 
thèse, les  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  .v.  Donc,  lorsque  le 
premier  membre  de  l'équation  (10)  est  décomposable  en  plusieurs  fonc- 
tions homogènes,  et  que  le*degré  m  de  lune  d'entre  elles  surpasse  de 
plus  d'une  unité  les  degrés  de  toutes  les  autres,  non -seulement  les 
diverses  asymptotes  passent  par  l'origine,  mais  elles  sont  toutes  repré- 
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sentces  par  la  fonnuie  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  la  fonction  hor. 
mogène  du  degré  ///. 

Exemples,   l^'hyperbole 
a  pour  asymptotes  ies  deux  droites  représentées  par  la  formule 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  par  les  deux  équations 

a  b  a  b 

De  même,  si  l'on  suppose  B-  —  AC>q,  on  reconnaîtra  que  l'hy- 
perbole 

(23)  Ax^ -\-^Bxy-^Cy-^=iK 

a  pour  asymptotes  les  deux  tiroites  représentées  par  la  formule 

(24)  Ax^-\-^Bxy-^Cf-^^o. 
De  même  encore  la  courbe 

y 

(25)  v'  -f-/'  -+-  sin  —  =  0 

aura  pour  asymptote  la  droite 

(26)  .Y  -f-j  =  0  , 

dont  l'ordonnée  est  la  seule  valeur  réelle  de  y  qui  vérifie  l'équation 

(27)  A-'-H7'  —  o. 

Dans  le  cas  où  l'on  suppose  n  tiz  ni ■—  i  ,  la  formule  (ly)  représente 
toutes  les  droites  menées  par  l'origine  parallèlement  aux  asymptotes  de 
la  courbe  proposée.  Ainsi,  par  exemple,  la  courbe  nommée  foliuni  de 
Descdrtes ,  et  représentée  par  l'équation 
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(28)  .V'  -i~y''  =  3ûxy  , 

a  une  asymptote   parallèle  à  la  droite  .v -+- r  =::  o  ,    dont  l'ordonnée  se 
déduit  touioiirs  de  la  formule 


v'  =  o. 


Lorsque  les  quantités  F'(/;).  ( ( k)  deviennent  nulles  ou  infinies,  la 
quantité  /  peut  obtenir  des  valeurs  différentes  de  celles  que  nous  lui 
avons  assignées  ci-dessus  [voyei  les  formules  (i^)]  ;  mais,  pour  la  dé- 
terminer ,  il   suffira  toujours  de   chercher  la  limite  ou  les   limites   vers 

lesquelles   convergera  la  variable   t,   pendant  que  —  s'approchera  de 

zéro.  Quelquefois,  en  opérant  ainsi  ,  on  trouvera,  pour  une  seule  valeur 
de  kj  plusieurs  valeurs  de  /,  C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  l'on 
considère  la  courbe  représentée  par  l'équation 

(29)  r  =  ^o^(f)- 

Alors,  on  aura  /;  rr=  o  ;  et,  comme  l'équation  en  t  deviendra 

î-    =:   cos  [-)  , 

I 
on  en  tirera,  en  posant  —  nz:  o  , 

En  conséquence,  la  courbe  proposée  aura  deux  asymptotes  parallèles  à 
l'axe  des  .v,  savoir, 

(30)  y=  i  ,     ;■  =  —  I. 

On  pourrait  encore,  suivant  la  remarque  de  M.  Ampère ,  trouver  les 
asymptotes  d'une  courbe  plane  en  cherchant  les  positions  que  prend 
la  tangente  quand  le  point  de  contact  s'éloigne  à  une  distance  infinie 
de  l'origine  des  coordonnées.  Concevons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  l'on 
considère  l'hyperbole 
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f  -=  '• 


L'équation  de  la  tangente  à  cette  hyperbole  sera 


f -r  ]  ,   et   SI   ion 


ou  ,   si  l'on  substitue  à  ^   sa  valeur  rt  —  1/ 

multiplie  ensuite  par  — 

I 

^       .     /  a''  \  -     ri    a 

Pour  faire  passer  le  point  de  contact  à  une  distance  inhnie  Je  l'ori- 
gine ,  il  suffira  de  poser  .v  =  ±  00.  Alors  la  formule  précédente  de- 
viendra 

-^-+--^-0 

et  comprendra  les  équations  des  deux  asymptotes  de  l'hyperbole  pro- 
posée. 

Au  reste,  il  peut  arriver  qu'une  valeur  de  k  propre  à  vérifier  l'équation 

(30  •       ^'[k)  =  o 

fournisse  une  seule  aymptcte.  Ainsi  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion 

(32)  f{x^-^y-)  =  R^ 

n'a  qu'une  seule  asymptote  qui  coïncide  avec  l'axe  des  .v  ,  quoique  la 
valeur  /;=zo  vérifie  pour  cette  courbe  l'équation  (31). 
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QUATRIÈME  LEÇON. 

Propriétés  diverses  des  Courbes  planes  déduites  des  Eqnatlotis  de  ces 
mêmes  Courbes.   Points  singuliers. 


Soit  proposée  une  équation  entre  deux  coordonnées  rectangulaires 
X ,  y.  Cette  équation,  résolue  par  rapport  ky,  en  fournira  une  ou  plu- 
sieurs autres  de  la  forme 

et  chacune  de  celles-ci  représentera  une  ligne  ou  portion  de  ligne  dont 
ie;S  propriétés  dépendront  de  la  nature  de  la  fonction  /(.v).  Ainsi,  par 
exemple ,  l'équation 

(2)  x^-^y'  —  R\ 

qui  représente  une  circonférence  de  cercle  dont  le  centre  coïncide  avec 
l'origine,  se  décomposera  dans  les  deux  suivantes  , 

(3)  y=.y^{R--x^),  (4)        /=-|/(/?^-.v^), 

dont  chacune  représentera  une  demi-circonférence  située  au-dessus  ou 
au-dessous  de  l'axe  des  x. 

Si  la  fonction  /(.v)  demeure  continue  entre  les  limites  x-=x^,  x=^X, 
ia  ligne  représentée  par  l'équation  (1)  sera  elle-même  continue  entre 
les  points  correspondans  aux  abscisses  .Vo .  X.  Cette  ligne  pourra  deve- 
nir discontinue  lorsque  la  fonction  /(.v)  offrira  des  solutions  de  conti- 
nuité; par  exemple,  lorsque  cette  fonction  deviendra  infinie  pour  cer-; 
taines  valeurs  finies  de  .v ,  ou  lorsqu'elle  passera  tout-à-coup  du  réel  à 
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l'imaginaire,  ou  lorsqu'elle  changera  brusquement  de  valeur.  Le  premier 
cas  se  présente  dans  l'hyperbole 

U)  ,=^- 

ie  second,  dans  les  courbes  logarithmiques 

(5)  >'  =  -ih'  ^^)     >  =  w(^-); 

le  troisième,  dans  la  ligne  déterminée  par  l'équation 

(7)  y  =  -^ . 

et  composée  de  deux  demi-axes  parallèles  à  l'axe  des  .v,  qui  aboutissent 
aux  deux  points  de  l'axe  des  y  auxquels  appartiennent  les  ordonnées 
H-  I  et  —  I.  Dans  les  deux  derniers  cas,  la  ligne  que  l'on  considère 
s'arrêtera  tout-à-coup  en  certains  points  que  nous  nommerons  points 
d'arrêt.  Les  courbes  (5)  et  (6)  ont  chacune  pour  point  d'arrêt  l'origine 
des  coordonnées.  La  ligne  représentée  par  l'équation  (7)  ofFre  deux  points 
d'arrêt  situés  sur  l'axe  des  y,  de  part  et  d'autre  de  l'origine,  et  à  l'unité 
de  distance. 

Si  la  fonction  f  [x]  ne  devient  réelle  que  pour  un  nombre  limité  de 
valeurs  de  a-,  l'équation  (i)  ne  représentera  qu'un  point  ou  une  suite 
de  points  isolés.  Ainsi,  par  exemple  ,  la  formule 

(8)  y  z=i  X  y^ — 1 

qui  oftie  l'une  des  valeurs  de  y  fournies  par  l'équation 

Cp)  x'  -\-  y'-  ^o  ; 

ne  représente  qu'un  seul  point  qui  coïncide  avec  l'origine.  Il  peut  ar- 
river que  l'équation  (i)  fournisse  en  même  temps  un  ou  plusieurs  points 
isolés  et  une  ou  plusieurs  branches  de  courbe.  Ainsi  la  formule 

(^o)  y  =  x^{x'-—a'), 

Ltiorii  de  AI,  CaHchy.   i.'*  Année.  r 


dd  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

qui  offre  l'une  des  valeurs  de  y  fournies  par  l'équation 

(il)  y- z=^  x-  {x^  —  a^)  . 

représente,  i.°  deux  branches  de  courbe  qui  s'éloignent  indéfiniment 
de  l'origine  en  partant  de  deux  points  situés  sur  l'axe  des  x  et  corres- 
pondans  aux  abscisses  xz:^  —  a,  xzz=.a;  z."  un  point  isolé  qui  coïn- 
cide encore  avec  l'origine. 

Une  ordonnée  maximum  ou  minimum  devant  être  supérieure  ou  infé- 
rieure à  toutes  les  ordonnées  voisines,  il  suit  de  ce  qui  précède  que, 
si  les  deux  fonctions/  ei  /  restent  continues  dans  le  voisinage  d'une 
valeur  particulière  de  x,  cette  valeur  ne  pourra  produire  un  maximum 
ou  un  minimum  de/  qu'en  faisant  évanouir/',  c'est-à-dire,  en  vérifiant 
l'équation 
(12)  ;-'    —    G. 

Ajoutons  qu'une  valeur  de  x  tirée  de  la  formule  (12)  fournit  effective- 
ment un  maximum  ou  un  minimum ,  dans  le  cas  où  la  première  des  quantités 

y"  ,     y'"  ,     &c. .  .  . 

qui  diffère  de  zéro,  est  positive  ou  négative,  mais  d'ordre  pair;  et  que 
cette  valeur  ne  détermine  ni  maximum,  ni  minimum,  dans  le  cas  con- 
traire. 

Au  reste  ,  il  peut  arriver  que  certaines  valeurs  de  x,  prises  parmi  celles 
qui  rendent  discontinue  l'une  des  fonctions/,/',  produisent  des  maxima 
ou  des  minima  de  l'ordonnée,  sans  vérifier  la  formule  (12).  Ainsi,  en 
particulier,  si  la  fonction  y=iif[x),  après  avoir  cru  ou  diminué  pen- 
dant que  l'on  faisait  croître  ou  décroître  la  variable  x ,  passe  tout-à- 
coup  du  réel  à  l'imaginaire,  la  courbe  représentée  par  l'équation  (t) 
aura  un  point  d'arrêt,  et  l'ordonnée  correspondante  à  ce  point  d'arrêt 
pourra  être  considérée  comme  un  maximum  ou  un  minimum.  Par  exemple  , 
la  valeur  zéro  correspondante  à  a"=::o  est  une  sorte  de  minimum  rela- 
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tivement  à  l'ordonnée  de  la  courbe 


^'^^  ^^[tT^]^ 


Pour  obtenir  des  maxima  ou  minima  d'ordonnées  correspondans  à 
des  solutions  de  continuité  dans  la  fonction  y'  ■:=:/'  [x] ,  il  suffit  de 
considérer  les  trois  lignes  représentées  par  les  équations 

(■4)        /=/(-V),         (15)      y^-l±Il^f±^,      (.6)      y  =  x''. 

Ces  trois  lignes,  dont  la  première  se  compose  de  deux  demi -axes 
perpendiculaires  entre  eux  et  aboutissant  à  l'origine  des  coordonnées  , 
et  la  seconde  de  deux  portions  de  paraboles  qui  viennent  se  rencontrer 
sur  l'axe  des^,  ont  pour  ordonnée  minimum ,  la  première  et  la  troisième 

t:=o,  la  seconde  _y  r^  — .   Or,  pour  la  valeur  xrrro  qui  produit  ces 

minima,  les  dérivées  des  fonctions  (i4).  (15)  et  (16),  savoir, 

(17)  /=-7:r>       (18)     /  =  x-|--^,        (19)     v'z=-^, 

deviennent  discontinues  ,  la  première  et  la  seconde  en  passant  tout-à- 
coup  de  la  valeur  —  i  à  la  valeur  -i-  i  ,  la  troisième  en  passant  par 
l'infini. 

Nous  avons  remarqué,  dans  la  première  leçon  ,  que  la  valeur  nu- 
mérique de  la  fonction  dérivée  y  représentait  la  tangente  trigonomé- 
trique  de  l'inclinaison  de  la  courbe  par  rapport  à  l'axe  des  x.  Donc, 
si  l'on  a,  pour  un  point  donné, 

(12)  y'  =  o  , 

l'inclinaison  sera  nulle  en  ce  point;  c'est-à-dire  que  la  tangente  à  la 
courbe  deviendra  parallèle  à  l'axe  des  x.  Si  l'on  a,  au  contraire, 

(20)  ;''=z±00. 
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l'inclinaison  sera  équivalente  à  un  angle  droit;  c'est-à-dire  que  la  tan- 
gente à  la  courbe  deviendra  parallèle  à  l'axe  des  y.  Enfin  ,  si  la  fonc- 
tion dérivée^'  change  brusquement  de  valeur,  il  en  sera  de  même  de 
l'inclinaison.  Concevons  que,  dans  cette  dernière  hypothèse,  la  fonction 
/  reste  continue  :  alors  les  deux  branches  de  la  courbe  viendront  se 
réunir  au  point  donné  ,  de  manière  que  leurs  tangentes  forment  entre 
elles  un  certain  angle  ,  et  ce  point  sera  ce  que  nous  appellerons  un  point 
saillant.  Tel  est,  par  exemple,  le  point  correspondant  à  Ar=:o,  dans 
la  courbe  représentée  par  la  formule  (i4)  .  et  dans  celles  que  déter- 
minent les  équations 

(21)  ^  irr -v  arc  tang  —  >  (22)        y  ■=:  7- • 


Supposons  maintenant  que  deux  branches  d'une  même  courbe  s'ar- 
rêtent en  un  point  donné,  de  manière  à  toucher  l'une  et  l'autre  un  demi- 
axe  aboutissant  au  point  dont  il  s'agit.  Ce  point  sera  ce  qu'on  nomme 
un  point  de  rebroussement.  Le  rebroussement  sera  de  première  espèce ,  si  le 
demi-axe  passe  entre  les  deux  branches  de  courbe;  et  de  seconde  espèce ^ 
si  le  demi-axe  laisse  les  deux  branches  d'un  même  côté.  L'origine  est 
un  point  de  rebroussement  de  première  espèce  pour  la  courbe  représea- 
tée  par  la  formule  (15),  et  pour  celle  qui  répond  à  l'équation 

(M)  y  = 


1  -j-e 


En  effet,  chacune  de  ces  courbes  se  compose  de  deux  branches  tangentes 
l'une  et  l'autre  au  demi -axe  des  y  positives,  et  situées  des  deux  côtés 
de  ce  demi-axe.  La  cycloïde  représentée  par  l'équation  (23)  de  la  2.* 
leçon  offre  une  infinité  de  points  de  rebroussement  de  première  espèce, 
.tous  situés  sur  l'axe  des  x ,  et  correspondans  aux  abscisses 

.v  =  o,    .Y  =  zh27r/?,    x^z^^-kR  ,  &c.... 

Lorsqii'en   un    point  de   cette  espèce    le  demi  -  axe   tangent  aux  dç\ix 
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branches  de  la  courbe  n'est  pas  perpendiculaire  à  l'axe  des  .v ,  les  valeurs 
de  y  correspondantes  à  ces  deux  branches  sont  nccessairement  déter- 
minées par  deux  équations  distinctes  ,  comprises  l'une  et  l'autre  dans  l'é- 
quation unique  de  la  courbe  donnée.  C'est  ce  qui  a  lieu,  en  particulier, 
pour  la  courbe 

(24)  y^    —   x\ 

composée  de  deux  branches  qui  touchent  à  l'origine  le  demi -axe  des  ,v 
positives  ,  et  qui  repondent  aux  deux  équations 


(25)  y  =  x',  (26)  y=z 


X' 


C'est  aussi  ce  qui  arrive  toujours  pour  les  points  de  rebroussement  de 
seconde  espèce.  Nous  citerons  comme  exemple  la  courbe 

(27)  (y  —  X  sin  .v  )  ^  z=:  x^  sin  "  x  , 

composée  de   deux  branches  qui  touchent  à  l'origine  le  demi -axe  des 
X  positives,  et  qui,  près  de  cette  origine,  sont  situées  l'une  et  l'autre 
du  côté  des  y  positives. 
Lorsque  les  fonctions 

y—f{x)     et     _y'=/'(.v) 

restent  l'une  et  l'autre  continues  pour  toutes  les  valeurs  de  .v  comprises 
entre  les  abscisses  de  deux  points  donnés,  la  corde  qui  joint  ces  deux 
points  est  nécessairement  parallèle  à  l'une  des  tangentes  menées  par  les 
points  intermédiaires  de  la  courbe.  En  effet,  si  l'on  représente  par  x  et 
x-|-Aa-  les  abscisses  des  deux  points  dont  il  s'agit,  on  aura  [  en  vertu 
de  la  formule  (8)  de  la  7.^  leçon  de  calcul  différentiel] 


(28)  -^    —  ISl^^l±ll:ZL:n.    — /'(.VH-GA.V) 


â  désignant  un   nombre   inférieur  à  l'unité.   Or,   il  résuite  évidemment 
de  l'équation  précédente,  jointe  aux  formules  (i)  et  (5)  de  la  première 
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leçon,  que  la  corde  menée  du  point  {x,  y)  au  point  {x -i~Ax, y-\-Ay) 

est  parallèle  à  la  tangente  menée  par  le  point  qui  a  pour  abscisse  .y-hG  Aat. 

On  arrivera  encore  à  la  même  conclusion  en  transportant  la  corde 
dont  il  s'agit  parallèlement  à  elle-même,  avec  un  mouvement  continu, 
de  manière  à  faire  décroître  indéfiniment  l'arc  sous -tendu  par  cette 
corde.  A  l'instant  où  cet  arc  s'évanouira,  la  corde  se  changera  en  une 
droite  tangente  à  la  courbe,  et  l'on  peut  remarquer  que  le  point  de 
contact  sera  évidemment  distinct  des  points  (.v,^)  et  {x-\-Ax,  y-\-Ay). 

Concevons  à  présent  que,  la  fonction  dérivée  y'  ^=:f'[x)  étant  con- 
tinue entre  deux  limites  données ,  l'on  fasse  croître  .v  entre  ces  limites. 
La  fonction  y  elle-même  ira  en  croissant ,  toutes  les  fois  que  sa  déri- 
vée y"  zzzf"  [x)  aura  une  valeur  positive,  et  en  décroissant  toutes  les 
fois  que  la  valeur  de  y"  sera  négative.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer 
que,  si  la  fonction  y'  zzzf'^x)  croît  ou  décroît  sans  cesse  entre  deux 
valeurs  de  .v  correspondantes  à  deux  points  de  la  courbe  proposée  , 
l'ordonnée  de  cette  courbe  dans  l'intervalle  sera  constamment  supérieure 
ou  constamment  inférieure  à  l'ordonnée  de  chaque  tangente,  de  part  et 
d'autre  dn  point  de  contact.  Admettons,  par  exemple,  qu'après  avoir 
assigné  à  la  variable  x  une  valeur  déterminée  ,  on  attribue  à  cette  va- 
riable un  accroissement  A,v,  et  que  l'expression 

[19)  /'(^-f-A.v) 

croisse  constamment,   depuis   la    limite    Axzr:  —  h  jusqu'à  la   limite 
Ax-=z!i.  La  différence 

/'(-v-f-A^)_/'(x) 

sera  toujours,  entre  ces  limites,  affectée  du  même  signe  que  A.v;  d'où 
il  résulte  que  le  produit 

(30)  [/'(,.  _^A.v)-/'(.v)]Ax 

sera  nécessairement  positif.  Il  en  sera  de  même,  a  fortiori ,  de  tout  pro- 
duit de  la  forme 
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(3x)  [/'(.v-f-GA.v)-/(.v)]^-v. 

ô  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Or,  si  par  le  point  {x ,  y)  on 
mène  une  tangente  à  la  courbe  proposée ,  l'ordonnée  de  cette  tangente 
relative  à  l'abscisse 

?  =  .Y  -H  A  .V 
sera  [en  vertu  de  l'équation  (8)  de  la  première  leçon] 
(32)  .=y-^f'{x).Ax, 

tandis  que,  pour  la  même  abscisse,  l'ordonnée  de  la  courbe  pourra  être 
[voyei  la  formule  (8)  de  la  7/  leçon  de  calcul  différentiel]  présentée  sous 
la  forme 

{33)  y~hAy=y-\~/'{x-+-^Ax).Ax. 

Donc  la  différence  entre  l'ordonnée  de  la  courbe  et  l'ordonnée  de  la 
tangente  ,  savoir, 

(34)  y-hAy  —  ^, 

sera  l'une  des  valeurs  du  produit  (31),  et  par  conséquent  une  quantité 
positive.  On  prouvera  pareillement  que,  si  la  quantité  {^p)  diminue 
constamment  depuis  la  limite  A.vzrr  —  //  jusqu'à  la  limite  A.vzrr//,  les 
produits  (30),  (31)  seront  positifs  entre  ces  limites,  ainsi  que  la  diffé- 
rence {}}),  et  qu'en  conséquence  l'ordonnée  ^  H- A/  sera  inférieure  à 
celle  de  la  tangente.  Enfin,  si  la  quantité  (25?),  à  l'instant  où  l'on  pose 
Ay=o,  cessait  de  croître  pour  diminuer,  ou  de  diminuer  pour  croître, 
c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  si  la  valeur  de  la  fonction  f'{x)  cor- 
respondante à  la  valeur  donnée  de  x  devenait  un  maximum  ou  un  mi- 
fiimum,  l'ordonnée  _y  H- A^  de  la  courbe  serait  inférieure  d'un  côté  du 
point  de  contact,  et  supérieure  de  l'autre  coté,  à  l'ordonnée  de  la  tan- 
gente. Comme  il  suffit  d'ailleurs,  pour  décider  si  la  fonction  y'z:=/'{x) 
croît  ou  diminue,  de  consulter  le  signe  de  y" ,  nous  devons  conclure 
qu'entre  deux   valeurs  données  de  l'abscisse,  l'ordonnée  de  la  courbe 


j  Z  APPLICATIONS  GEOMETRIQUES 

sera  constamment  s\ipérieure  à  celle  de  ia  tangente,  si  dans  i'intervaile 
y"  prend  toujours  une  valeur  positive  ;  que  l'ordonnée  de  ia  courbe 
sera  constamment  inférieure  à  celle  de  la  tangente,  si  la  valeur  de  y" 
reste  toujours  négative;  enfin,  que  la  courbe  et  la  tangente  se  traver- 
seront mutuellement,  si,  dans  le  passage  d'un  côté  du  point  de  contact 
à  l'autre,  la  valeur  de  y"  change  de  signe.  Dans  ce  dernier  cas ,  le  point 
(.v,^)  de  la  courbe  sera  ce  qu'on  nomme  un  point  d'infexioii.  Cela  posé, 
l'origine  sera  évidemment  un  point  d'inflexion  pour  la  courbe 

(35)  y  =  ^\ 

qui  touche  et  traverse  en  ce  point  l'axe  des  x ,  ainsi  que  pour  les  courbes 

W  /:=A-/(.v').  (37)        ^•  =  .v/(^sin.v), 

qui  touchent  et  traversent  en  ce  même  point  l'axe  des  y.  De  plus  , 
comme  on  tirera  de  l'équation  (5) 

ia  courbe  représentée  par  l'équation  {5)  aura  évidemment  un  point  d'in- 
flexion dont  l'abscisse  x  se  déduira  de  la  formule 


o  , 


et  sera  équivalente  au  carré  de  — • 

Lorsque  la  fonction  y  et  ses  dérivées  successives  restent  continues 
dans  le  voisinage  d'une  valeur  particulière  de  .v^  cette  valeur  ne  peut 
produire  un  point  d'inflexion  ,  par  conséquent  un  maximum  ou  un  mi- 
tiîmum  de  y  ,  qu'en  vérifiant  l'équation 

(38)  /=o. 

Il  faut  en  outre  que ,  parmi  les  quantités 
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la  première  de  celles  qui  ne  s'évanouissent  pas  soit  une  dérivée  d'ordre 
pair  de  la  fonction  /. 

On  dit  qu'une  courbe  ou  une  portion  de  courbe  continue  est  fOWJ'^A'^ entre 
deux  points  donnés  ,  lorsque  entre  ces  points  elle  ne  peut  être  rencontrée 
plus  de  deux  fois  par  une  incme  droite.  Cela  posé  ,  il  est  clair  qu'une 
courbe  qui  renferme  un  point  d'inflexion  ne  saurait  être  convexe.  Con- 
cevons,  en  effet,  qu'après  avoir  tracé  la  tangente  qui  passe  par  le  point 
d'inflexion,  on  mène  de  ce  point  deux  rayons  vecteurs  à  deux  points 
très-voisins  situés  sur  la  courbe,  l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous  de  la 
tangente.  Celui  de  ces  rayons  qui  formera  le  plus  petit  angle  aigu  avec 
la  tangente,  ira  évidemment,  si  on  le  prolonge  en  sens  contraire,  ren- 
contrer de  nouveau  la  courbe  proposée.  Donc  la  droite  dont  ce  rayon 
vecteur  fait  partie  aura  trois  points  communs  avec  la  courbe.  On  peut 
démontrer  encore  que,  si,  pour  une  portion  de  courbe  comprise  entre 
deux  points  donnés ,  l'ordonnée  y  et  sa  dérivée  /'  sont  deux  fonctions 
continues  de  l'abscisse  x ,  dont  la  seconde  croisse  ou  décroisse  cons- 
tamment, tandis  que  l'abscisse  augmente,  cette  portion  de  courbe  sera 
convexe.  En  effet,  si  elle' pouvait  être  coupée  par  une  droite  en  trois 
points  différens  (/4),  (5),  [C) ,  on  pourrait  aussi  mener  deux  tangentes 
parallèles  à  cette  droite  par  deux  points  ^E),  {F)  de  la  courbe,  situés 
l'un  sur  l'arc  sous-tendu  par  la  corde  AB ,  l'autre  sur  farc  sous-tendu 
par  la  corde  BC;  et  par  conséquent  y'  reprendrait  au  point  [F)  la  même 
valeur  qu'au  point  {F),  ce  qui  est  contre  l'hypothèse  admise.  Ajoutons 
que  ,  dans  cette  hypothèse  ,  la  courbe  tournera  sa  convexité  du  côté 
des  /  négatives  ou  du  côté  des  y  positives,  suivant  que  l'ordonnée  de 
la  courbe  sera  supérieure  ou  inférieure  à  l'ordonnée  de  chaque  tan- 
gente,  avant  et  après  le  point  de  contact,  c'est-à-dire,  en  d'autres 
termes  ,  suivant  que  la  valeur  de  y"  sera  positive  ou  négative  entre  les 
deux  points  donnés. 

II  suit   encore   de   ces   principes   que  ,   pour   décider  si   une   courbe 
tourne  sa  convexité  ou  sa  concavité  vers  l'axe  des  x,  en  un  point  pour 

LeçoKi  de  Ai.  Caiidj.   i  ."^  Amjce.  j^ 


y 4  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

lequel  y  et  y"  obtiennent  des  valeurs  différentes  de  zéro  ,  il  suffit  d'exa- 
miner si  ces  valeurs  sont  des  quantités  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires,  c'est-à-dire,  si  le  produit 

.  y> 

est  positif  ou  négatif. 

On  appelle  points  multiples  ceux  dans  lesquels  viennent  se  rencontrer 
deux  ou  plusieurs  branches  de  courbes  qui  ne  s'arrêtent  pas  toutes  à 
ces  mêmes  points.  On  peut  nommer  encore  points  multiples  ceux  aux- 
quels aboutissent  pour  s'y  arrêter  au  moins  trois  branches  différentes. 
L'origine  est  évidemment  wn  point  muhiple  pour  chacune  des  courbes 

(39)         /=r:.v*(i-^»),  (4o)       y^  =  x^{i-x^). 

En  effet,  la  courbe  (39)  est  formée  de  deux  branches  représentées  par 
les  équations 

y=z  —  xy/[i  —  x^),        y=ix\/{i  —  x'-)  , 

et  qui  se  croisent  à  l'origine  en  touchant  les  droites 

y=z  —  X  ,  y  =z  X. 

Quant  aux  deux  branches  de  la  courbe  (^o),  représentées  par  les  équa- 
tions 

;.  =  — .vV(i-A").        7=:.vV(i-A^). 

elles  se  rencontrent  encore  à  l'origine,  mais  elles  ont  en  ce  point  une 
seule  et  même  tangente  qui  coïncide  avec  l'axe  des  .v. 
Si ,  après  avoir  tracé  le  cercle 

.v^  -\-y-  =:z  R'-  , 

on  construit  une  courbe  dont  l'ordonnée  y  soit  à  l'abscisse  x  dans  le 
rapport  qui  existe  entre  l'ordonnée  du  cercle,  savoir,  'dz\/{R''  —  x^), 
et  le  rayon  /?,  cette  courbe  sera  ce  qu'on  appelle  une  Jemniscate  ,  et 
son   équation 
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comprendra  comme  cas  particulier  la  formule  {}^)-  Cela  posé,  les  dif- 
férentes lemniscates  qu'on  obtiendra  en  faisant  varier  le  rayon  R, 
seront  évidemment  des  courbes  semblables  entre  elles  ,  dont  chacune 
aura  sensiblement  la  même  forme  que  ie  signe  00,  et  présentera  un  point 
multiple  coïncidant  avec  l'origine  des  coordonnées. 

L'origine  est  encore  un  point  multiple  où  viennent  s'arrêter  quatre 
branches  de  chacune  des  courbes 

(42)  (/  —  -varctang-j  r=  a*  cos  a- , 

{4})  (y ^^—r  y  =  A*  cos  .V  , 

{44)  (/—   x')'=:x^s\nx  , 

(45)  {y  — -Y^  sin*  .y)*  =  A*  sin*  A-.tang  A-. 

Ajoutons  que  les  demi-axes  tangens  aux  quatre  branches  sont  distincts 
les  uns  des  autres  pour  les  courbes  (42)  et  {4}),  tandis  qu'ils  se  ré- 
duisent à  deux  pour  la  courbe  (44) >  ^^  ^  un  seul  pour  la  courbe  (45)- 
Ces  demi-axes  coïncident,  pour  les  deux  branches  de  la  courbe  (42) 
situées  du  côté  des  x  positives,  avec  les  droites 


y 


=  (-T-+-0^'  /  =  (-f-i).v, 


et  pour  les  deux  branches   de   la  même  courbe  situées   du   côté  des  x 
négatives ,  avec  les  droites 


y 


=  -(-f+0-^'     ^  =  -(-r-0^' 


pour  les  deux  branches  de  la  courbe  (4])  situées  du  côté  des  .r  posi- 
tives, avec  les  droites 


j6  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

y  z=z  X  ,  y  =z  —  X  , 

et  pour  les  deux  branches  de  la  même  courbe  situées  du  côté  des  x 
négatives ,  avec  les  droites 

y  =:   o  ,  y  =z  2  x  ; 

pour  les  quatre  branches  de  la  courbe  [44] ,  toutes  situées  du  côté  des 
X  positives ,  avec  les  droites 

enfin  pour  les  quatre  branches  de  la  courbe  (45).  avec  le  demi-axe  des 
.V  positives. 

Les  points  d'arrêt,  les  points  saillans,  les  points  de  rebroussement 
et  d'inflexion,  les  points  multiples,  &c. .  .  .  ,  et  en  général  tous  les 
points  qui  se  trouvent  situés  sur  certaines  courbes  ,  de  manière  à  offrir 
quelques  particularités  dignes  de  remarque,  inhérentes  à  la  nature  de 
ces  mêmes  courbes ,  et  indépendantes  de  la  position  des  axes  coor- 
donnés, sont  désignés  sous  le  nom  commun  de  points  singuliers.  Ainsi, 
par  exemple,  on  devra  ranger  parmi  les  points  singuliers  d'ime  courbe 
ceux  dans  lesquels  la  direction  de  la  tangente  deviendrait  indéterminée. 
Tel  est,  pour  la  courbe 


(4^)  y  -zrz  X  sin 


I 
—  5 

X 


le  point  qui  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées.  Les  points  singu- 
liers, et  particulièrement  ceux  que  nous  avons  nommés  points  d'arrêt 
et  points  saillans ,  ont  fourni  le  sujet  d'un  mémoire  assez  étendu  ,  pré- 
senté en  1824  à  l'Académie  royale  des  sciences,  par  M.  Roche,  ancien 
élève  de  l'école  polytechnique. 
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CINQUIÈME  LEÇON. 

Diffcrcnticlle  de  l' Arc  d'une  Courbe  plane.  An g^h s  formes  par  la  Tan- 
gente à  cette  Courbe  avec  les  Dcnii-axes  des  Coordonnées  positives. 
Sur  les  Courbes  planes  qui  se  coupent  ou  se  touchent  en  un  point 
donné. 


Considérons  toujours  une  courbe  plane  reprcsentce  par  une  équa- 
tion entre  deux  coordonnées  rectangulaires  x ,  y ,  et  soit  s  l'arc  de  cette 
courbe  compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  (.v,^).  Si  l'on 
mène  par  ce  dernier  point  une  tangente  à  la  courbe,  l'angle  aigu  com- 
pris entre  cette  tangente  et  l'axe  des  .v  sera  ce  que  nous  avons  nommé 
l'inclinaison  de  la  courbe;  et ,  en  désignant  cet  angle  par  r,  l'on  trouvera 

(.)  ■sécr=:/(I-^/')=■^(I^-[4f]^).     • 

Si  de  plus  on  trace  une  ordonnée  correspondante  à  l'abscisse  .v-hAa-, 
les  portions  de  la  courbe  et  de  la  tangente  comprises  entre  le  point 
(.V,  ^)  et  l'ordonnée  dont  il  s'agit,  seront  évidemment  représentées  par 
les  valeurs  numériques  des  deux  expressions 

A  X 

(2)  ù^s ,  et  (3)       =sécr.AAr, 

^      '  ^  -'  '  COS  T 

tandis  que  la  portion  d'ordonnée  comprise  entre  la  tangente  et  fa  courbe 
sera  équivalente,  au  signe  près  [  voye^  la  leçon  précédente],  à  un  pro- 
duit de  la  forme 

(4)  [/'(.•  H- ÔA.v)— /'(.-)]  A.v, 

ô  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité. 
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Supposons  maintenant  le  point  (.v-4-A.y,  y-^Ay)  assez  rappro- 
ché du  point  (.V/^)  pour  que,  dans  le  passage  de  l'un  à  l'autre,  les 
deux  fonctions  y  j  y'  soient  continues,  et  la  dernière  toujours  crois- 
sante ou  toujours  décroissante.  Dans  le  triangle  curviligne  ,  formé 
par  la  courbe  ,  la  tangente  et  l'ordonnée  correspondante  à  l'abscisse 
a-hAa',  le  second  et  le  troisième  côté  seront  des  portions  de  lignes 
droites ,  et  le  premier  une  ligne  convexe.  Donc  chaque  côté  de  ce 
triangle  sera  inférieur  à  la  somme  des  deux  autres  ,  et  la  différence 
entre  les  deux  premiers  côtés  aura  une  valeur  numérique  inférieure  au 
troisième.  Donc  les  valeurs  numériques  des  expressions  (2)  et  (3)  dif- 
féreront d'une  quantité  plus  petite  que  la  valeur  numérique  de  l'ex- 
pression (4).  et,  en   divisant  ces  trois  expressions   par  A.v,  on  devra 

conclure  que  la  différence  entre  dt— —  et  sec  r ,  savoir, 

'  w  ^^  ~-. sec  r  , 

a  une  valeur  numérique  plus  petite  que  celle  de  l'expression 

[6]  /'(.v-hGAx)-/'(.v). 

D'ailleurs,  si  l'on  fait  converger  A.v  vers  la  limite  zéro,  l'expression  (6) 
convergera  évidemment  vers  la  même  limite.  On  pourra  donc  eii  dire 
autant  de  l'expression  (5).  Or,  en  égalant  à  zéro  la  limite  de  cette  der- 
nière ,  on  trouvera 

(7)  ~  -j^ sec  r  z=  o  , 

ou,  ce  qui' revient  au  même, 

(8)  Js  =  ±:sccT.Jx=:i±i/{i-hy'').Jx  , 
et  par  suite 

(9)  ds'  =z{i'+-y'')^x'  =ilx''-+'dy\ 

Il  est  bon  d'observer  que  dans  la  formule  (5) ,  et  par  conséquent  aussi 
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dans  les  équations  (-)  et  (8),  on  doit  réduire  le  signe  dr  au  si^me -f- , 
lorsque  l'arc  s  croît  avec  l'abscisse  .v,  et  au  signe —  dans  le  cas  contraire. 
De  plus,  on  tirera  des  équations  (7)  et  (p), 

cos  r  =zzri  — —  ,  sjn  r >-      -^ 


ds  ds 

(10) 

sec  r  =.  zïz  —, —  ■>  cosec  r 


d  X  d  y 

En  substituant  les  valeurs  précédentes  de  séc  r  et  de  coséc  r  dans  les 
expressions  (7)  de  la  seconde  leçon,  ou  reconnaîtra  que  les  longueurs 
désignées  sous  les  noms  de  normale  et  de  tangente  peuvent  être  pré- 
sentées sous  la  forme 

(.1)  N^±y±L,  T=:±zy   '' 


dx  ^     dy 

La  corde  qui  sous-tend  l'arc  ±:Aj-  compris  entre  les  points  (v,^) 
et  [x -\- i\  X ,  y -\- ^ y) ,  a  évidemment  pour  mesure  le  radical 

(12)  /(AA--4-A/). 

En  conséquence,  le  rapport  de  l'arc  à  sa  corde  sera 

il   1  ±aj 

Or,  la  formule  (9)  entraîne  l'équation 

±  d  s 
V^*)  '  V[dx-  -+-  dy')  ^' 

dont  le  premier  membre  [en  vertu  du  principe  établi  à  la  page  16  da 
calcul  différentiel]  est  précisément  la  limite  de  l'expression  (13).  Ainsi, 
lorsqu'un  arc  de  courbe  plane  devient  infiniment  petit ,  le  rapport  de  cet  arc  à 
sa  corde  devient  égal  à  l'unité. 

Désignons  à  présent  par  a  et  h  les  angles  que  la  corde  ou   sécante 
menée  du  point  (-v,/)  au  point  (.v4-  A.v^  y-\-ùi>.y)   forme  avec  les 


8o  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

demi-axes  des  x  et  ^  positives ,  chacun  de  ces  angles. étant  supposé  com- 
pris entre  zéro  et  200  degrés.  Soient  de  plus  et ,  /3  ,  les  limites  vers  les- 
quelles convergent  les  angles  û,  h,  tandis  que  le  point  [x-\-ù^x, y-+-ù>.y) 
se  rapproche  indéfiniment  du  point  [x ,  y) ,  c'est-à-dire,  en  d'autres 
termes,  les  angles  formés  par  la  tangente  prolongée  dans  le  même  sens 
que  la  corde  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives.  Les  formules 
(4)  des  Préliminaires  donneront 

,       .  A  X  .  A  y 

(Ml  cos  û  =:  — r, T-  >       ces  ù  :3i: —  j 

et  l'on  en  conclura,  en  passant  aux  limites,  _  " 

(16)  cosaL=:z-—-- 7— r  '       cos  /3  :=:      ,,  ,   ,  ' — :rTV 

*        '  y(dx'-t-d^-)  '  V  {d x'-  -i-  dy' ) 

Si  dans  les  équations  {16)  on  substitue  au  radical  -[/{J x''  -\-  rly-)  sa 
valeur  tirée  de  l'équation  (14)»  on  obtiendra  l'un  des  deux  systèmes 
de  formules 

(i  7)  cos  et  : 

(l  8)  cos  CL  =  — 

Le  premier  système  devra  être  adopté,  si  la  tangente  à  la  courbe  a  été 
prolongée  dans  le  même  sens  que  l'arc  s,  et  le  second  système,  si  la 
tangente  a  été  prolongée  en  sens  inverse.    En  effet  ,  le  rapport  — —  > 

étant   la   limite    de   — ~  ■>  sera   positif  si  l'arc  s   croît  avec  .v,  ou  ,  en 

d'autres  termes,  si  la  tangente,  prolongée  dans  le  même  sens  que  l'arc, 
forme  avec  le  demi  -  axe  des  .v  positives  un  angle  aigu,  et  par  consé- 
quent un  angle  dont  le  cosinus  soit  positif.  Si  cet  angle  devient  obtus, 

son   cosinus  et  le  rapport  — —    deviendront  en   même  temps   négatifs. 

Donc  les  formules  (17)  ou  (18)  devront  être  préférées  suivant  que  l'on 


d  X 

ds      ' 
dx 

ds     ' 
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désignera  par  et  l'angle  dont  ii  s'agit ,  ou  le  supplément  Je  cet  angle , 
c'est-à-dire,  suivant  que  la  tangente  à  la  courbe  aura  été  prolongée  dans 
le  sens  de  l'arc  s,  ou  en  sens  inverse. 

Les  angles  que  nous  avons  représentés  par  et  et  /3 ,  sont  évidemment 
égaux,  le  premier  à  l'angle  r  qui  mesure  l'inclinaison  de  la  courbe,  ou 
au  supplément  de  l'angle  r,  c'est-à-dire,  à  tt  —  r  ,  le  second  à  l'un 

des  angles r, ht,  qui  sont  encore  supplémens  l'un  de  l'autre. 

On  aura  donc 

(19)  .  =  -~±:{-^-r),       /3=:^±r; 

et ,  par  suite , 

(20)  cos  et  =z  ztz  cos  r  ,        cos  ,3  =  rir  sin  r. 

Si  de  ces  dernières  formules  on  élimine  cos  r  et  sin  r  à  l'aide  des  équa- 
tions (10),  on  retrouvera  les  deux  valeurs  de  cos  st.,  et  les  deux  valeurs 
de  cos/8,  fournies  par  les  équations  (17)  et  (18).  Seulement,  le  calcul 
n'indiquera  pas  comment  ces  valeurs  devront  être  combinées  entre  elles. 
Considérons  maintenant  deux  courbes  planes  tracées  dans  le  plan 
des  x,jy.  Soient  Xj  y  les  coordonnées  de  la  première  courbe,  et  s  l'arc 
de  cette  courbe  compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  {x ,  y). 
Soient  de  même  ^ ,  n  les  coordonnées  de  la  seconde  courbe ,  et  ^  l'arc 
de  cette  seconde  courbe  compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile 
(^,  r).  On  trouvera 

(21)  iis'=zJx'-^Jf,      Jç' —  ^^^ -f-//r,\ 

De  plus  ,  si  les  tangentes  menées  à  la  première  courbe  par  le  point 
{x,jf)  et  à  la  seconde  courbe  par  le  point  (^,  r)  sont  prolongées  dans 
les  mêmes  sens  que  les  arcs  s  çt  ç  ,  elles  formeront  avec  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives  des  angles  dojit  les  cosinus  seront  respective- 
ment égaux,  pour  la  première  tangente,  à 

d  X  d  y 


d  s  d  s 


Leçons  de  M.  Cauchy.    i  ."^  Aonée. 
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et ,  pour  la  seconde  tangente ,  à 

rfg  d   H 

"TT'        d(  ' 

Par  suite ,  si  l'on  nomme  J^  l'angle  que  les  deux  tangentes  forment  entre 
elles,  on  aura  [en  vertu  de  la  formule  (30)  des  préliminaires] 

,       \  r.  d  X       d  ^  d  y       d  K  d  x  d  'i,-\-  d  y  dii 

(22)        cos  <A  =  —. -f^  -\-  -/-  — —  = ^—j-^ 

*'  d  s        d  ç  d  s        d  ç  d  s  d  ç 

Les  deux  tangentes  deviendront  parallèles,  lorsqu'on  aura 


(^3) 

dl                dx 

dç       '               d  s       '' 

(/  n                dy 
d  ç     '     '     ds     ' 

ou   bien 

(^4) 

dl                         dx 
d;                      ds     ' 

dtf     dy 

d  ç      '                d  s 

Il  faut  observer,  d'ailleurs,   que   les  formules  (23)  et  (24)  peuvent  être 
remplacées  par  la  seule  équation 


(M) 

dl                 dy, 
d  X                dy 

de  laquelle  on  déduit 

dl           ^« 

H-     ^[dl^-^ 

dx  dy  '  \^{dx^  -^  dy')  ds 

Ajoutons  que  les   deux  tangentes   comprendront  entre   elles   un  angle 
droit,  si  Ion  a    cos  J^  1=:  o  ,   et  par  conséquent, 

{26)  dx  d^ -\- d  y  dy\ -^=2  o. 

Si  dans  la  formule  (22)  on  substitue  pour   ds  et  dç  leurs  Naleins  ti- 
rées des  équations  (21),  on  obtiendra  la  suivante 

/       \  r  _i_  dxdt-\-dydin 

(27)  cos  i^  m  ZÏZ ~ • 

Lorsque,  dans  cette  dernière,  on  ne  détermine  pas  le  signe  du  second 
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membre,  elle  fournit  deux  valeurs  Je  S^  renfermées  entre  zéro  et  tt  , 
qui  représentent  i'angie  aigu  et  l'angle  obtus  compris  entre  les  deux 
tangentes  prolongées  indéfiniment  de  part  et  d'autre  des  points  (-v,/) 
et   (^.  ^). 

Lorsque  les  deux  courbes  se  rencontrent  en  un  même  point  ,    elles 
sont  censées    former  entre  elles   les    mêmes   angles   que   les    tangentes 
menées  par   le  point  dont   il  s'agit.   Alors   on  a  pour  le  point   de  ren- 
contre 
(2S)  ^   =   X  ,        r   =  y; 

et  les  angles  que  les  deux  courbes  forment  entre  elles  ont  évidemment 
pour  mesure  les  valeurs  de  S^ ,  renfermées  entre  zéro  et  vr,  qui  vérifient 
l'équation  (27}. 

On  dit  que  deux  courbes  sont  normales  l'une  à  l'autre,  lorsqu'elles  se 
coupent  à  angles  droits;  et  qu'elles  sont  tangentes  çniie  elles,  ou  qu'elles 
se  touchent,  lorsqu'elles  ont,  en  un  point  qui  leur  est  commun  ,  une  tan- 
gente commune,  c'est-à-dire,  lorsque  l'angle  aigu  compris  entre  les  deux 
courbes  s'évanouit.  Dans  le  second  cas,  l'équation  (25),   ou 

est  vérifiée  pour  le  point  de  contact.  Dans  le  premier  cas  ,  l'équation 
(26),   ou 

est  vérifiée  pour  le  point  d'intersection. 

11  est  essentiel  d'observer  que,  dans  les  diverses  formules  ci-dessus 
établies,  les  différentielles  disparaîtront  toutes  en  même  temps,  quand 
on  aura  éliminé  ds,  de,,  dy  et  dr  à  l'aide  des  équations  (21)  réunies 
aux  équations  différentielles  des  courbes  proposées.  Les  calculs  devien- 
dront plus  simples,  si  les  équations  finies  des  deux  courbes  se  présen- 
tent sous  la  forme 
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(30  7=/(-v).       ^  =  F{1). 

Alors,  en  vertu  des  formules  (28)  et  (2^) ,  les  deux  courbes  auront  un 
point  commun  correspondant  à  l'abscisse  x ,  si  cette  abscisse  vérifie 
l'équation 

(32)  f{x)  =  F[x); 

et  elles  se  toucheront  au  même  point,  si  l'on  a  de  plus 

[13)  f'{x)  =  F'{.r). 

Au  contraire  elles  deviendront  normales  l'une  à  l'autre,  si  l'on  a  pour 
le  point  commun 

{34)  i^f'{x)F'{x)  =  o. 

Si  l'on  représentait  les  équations  finies  des  deux  courbes  par 

(35)  /(■^■'7)  =  o.        F{^,r)=zo, 
et  leurs  équations  différentielles  par 

(36)  (p[x,y)(ix-+-x{X'}')^y  =  o  '   '^{x,y)(lK -\-X{x,)')J)':=o  , 
on  trouverait  ,  à  la  place  de  la  formule  (33)  , 

et,  à  la  place  de  la  formule  {^4)  > 

(38)  (p(.v,7).$(.v,7)-f-x(v./).X(.v,;')i=o. 

On  peut,  sans  inconvénient,  substituer,  dans  la  seconde  des  équations 
(3  i)  ou  (35),  les  lettres  x,y  aux  lettres  ^,y\,  et  supposer,  par  exemple, 
que  les  deux  courbes  soient  représentées  par  les  deux  équations 

{39)  y= /{■•')>       y  —  F{x). 

Alors ,  pour  que  les  deux  courbes  se  touchent  au  point  dont  l'abscisse  est 
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.V,  il  suffira,  en  vertu  des  formules  (3  2)  et  (3  3) ,  que  les  valeurs  Je  y  et  de 
y  correspondantes  à  ce  point,  restent  les  mêmes  dans  ie  passage  de  la 
première  à  la  seconde  courbe.  Au  reste ,  cette  proposition  est  évidente. 
Car,  si  les  conditions  qu'on  vient  d'énoncer  sont  remplies,  il  est  clair 
que,  pour  l'abscisse  x ,  les  deux  courbes  auront  non-seulement  la  même 
ordonnée,  mais  encore  la  même  tangente. 

Exemples.  Les  deux  paraboles  du  second  et  du  troisième  degré,  repré- 
sentées par  les  équations 

(4o)  y  ■^^   x'  ,  y  =1   x'^ 

se  touchent  à  l'origine ,  et  ont  en  ce  point  l'axe  des  x  pour  tangente 
commune,  attendu  que  les  deux  équations 

{4  0  .V*   =z:   .Y^      et      2.x  nir   ^  x- 

sont  vérifiées  l'une  et  l'autre  par  la  valeur  .vrrro,  à  laquelle  répondent 
des  valeurs  nulles  de  l'ordonnée  y  et  de  sa  dérivée  y . 

L'origine  est  encore  un  point  de  contact  pour  les  deux  courbes 


+ 


(42)  y   ^=1   x\  7   =    AT* 

dont  la  tangente  commune  coïncide  avec  l'axe  des  x ,  et  pour  les  deux 
courbes 

{A})  y  =z   X*  ,  y   —   x' 

dont  la  tangente  commune  se  confond  avec  l'axe  des  y. 

On  nomme  en  général  parabole  du  degré  a   ou   -  une  courbe  dont 

l'équation    en   coordonnées    rectangulaires    peut  être   présentée  sous  la 
forme 

T  I 

{Ai)  y  =  Ax\    ou    x=[-^)'y\ 

a  désignant  une  constante  positive.  Cela  posé,  il  est  clair  que  les  para- 
boles 
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(45)  y  =  A.x\        y=zBx' 

se  toucheront  à  l'origine,  si  les  quantités  a,  b  sont  toutes  deux  supé- 
rieures ou  toutes  (Jeux  inférieures  à  l'unité  ,  et  qu'elles  auront  pour 
ian"ente  commune,  dans  le  premier  cas,  l'axe  des  .v ,  dans  le  seconil 
cas ,  l'axe  des  y. 

Nous  terminerons  cette  leçon  en  établissant  un  théorème  qui  est 
fort  utile  dans  la  théorie  des  contacts  des  courbes  planes ,  et  que  l'on 
peut  énoncer  comme  il  suit. 

Théorème.  Etant  données  deux  courbes  pleines  qui  se  touchent ,  si,  à 
partir  du  point  de  contact,  on  porte  sur  ces  courbes  proJonge'es  dans  le  même 
sens  des  longueurs  égales ,  mais  très-petites ,  la  droite  qui  joindra  les  extrémi- 
tés de  ces  longueurs  sera  sensiblement  parallèle  ii  la  normale  commune  aux 
deux  courbes. 

Démonstration.  Supposons  que  les  longueurs  égales,  portées  sur  la  pre- 
mière et  la  seconde  courbe  à  partir  du  point  de  contact,  aboutissent, 
d'une  part  au  point  {x,y),  de  l'autre  au  point  (^,  r).  Soient  de  plus, 
j  et  $  les  arcs  renfermés  ,  i .°  entre  un  point  fixe  de  la  première  courbe 
et  le  point  (-v.>');  z."  entre  un  point  fixe  de  la  seconde  courbe  et  le 
point  (^,i).  Tandis  que  les  coordonnées  x  ,y;  ^,  r,  varieront  simul- 
tanément, la  différence 

4   —  s 

restera  invariable,  et  l'on  aura  en  conséquence    c,^i=^s-\- const.  , 

(46)  d^  =  ds. 

Soient  d'ailleurs  <i,/3  les  angles  que  forme  avec  les  demi -axes  des 
coordonnées  positives  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  ,  pro- 
longée dans  le  même  sens  que  les  arcs  j  et  ^  ;  H  la  longueur  de  la 
droite  menée  du  point  (^,  r)  au  point  {x,y);  enfin  A,  a  les  angles 
que  forme  cette  droite  avec  les  demi -axes  des  coordonnées  positives. 
On  trouvera 
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(47)  ^-os  ot  r=:  —  rzr  -/^-  ,        cos  /3  rr:  -^  -  -^  , 

(48)  x=:/[(.v-^)'-h(;,_.)^]. 
(4p)                     cos  A  ^=:  -  ■>        cos  /.(.  zrz  — — ^  , 

et  l'on  tirera  des  formules  (21)  réunies  à  ieqiiation  (4(j) 

ou  ,  ce  qui  revient  au  mcme , 

{50)         (ri' A-  -h^^)  (dx  —  J^)  --h  {Ay-\-  dr)  {dy  —  dr,)  z=  o. 

Or,  les  équations  (47)  donneront 

(51  ^-z=^-^ — y~-r=zds-^  dc,:=^zds. 

^'     '  cos  a.  cos  (S 

De  plus,  en  faisant  converger  //  vers  la  limite  zéro,  dans  la  formule  (3) 
de  l'addition  placée  à  la  suite  des  leçons  de  calcul  infinitésimal ,  on  en 
conclut  que  dans  h  voisi/iûge  d'une  valeur  particulière  de  x  ^jui  fait  éva- 
nouir deux  fondions  donne'es ,  le  rapport  entre  ces  fonctions  diffère  très-peu  du 
rapport  entre  leurs  dc'rive'es ,  et  par  conse'quent  du  rapport  entre  leurs  différen- 
tielles ;  fjuand  même  ces  différentielles  et  ces  de'rive'es  s'évanouiraient  à  leur 
tour  pour  la  valeur  particulière  dont  il  s'agit.  En  appliquant  ce  principe 
aux  seconds  membres  des  équations  (4^) ,  on  reconnaîtra  que  les  quan- 
tités cos  A,  cosf.  peuvent  être  déterminées  approximativement  par  les 
formules 

,       ,  ^  dx- — dp  dn  —  d  y 

(S 2)  COS  A  ^1= ; )       cos /X,  r:r  ; — ^^—' 

On  aura  donc  à  très-peu  près 

,       >  d X  —  dp  dy  —  dif  , , 

^'  J I  cos  A  COS  fJ. 
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Cette  dernière  équation  sera  d'autant  plus  exacte  que  les  points  {x>y) 
et  (^,  Yi)  se  trouveront  plus  rapprochés  du  point  de  contact  des  deux 
courbes.  Si  maintenant  on  remplace,  dans  la  formule  (50),  les  diffé- 
rences 

J X   -i-  ii^  ,       Jy   -+-   Jr  , 

par  les  quantités  coset,  cos^ô  qui  sont  entre  elles  dans  le  même  rap- 
port ,  et  les  différences 

iix  —  J^,       dy  —  d  y^ 

par  des  quantités  proportionnelles  à  ces  différences,  savoir,  cos  A  et 
cos^M-,  on  trouvera  définitivement 

(5  4)  '^o^  °^  '^os  A  -f-  cos  /3  cos  /M.  :r=  o. 

Donc  la  droite  menée  du  point  {^,yi)  au  point  (x.y)  sera  sensiblement 
perpendiculaire  à  la  tangente  commune  aux  deux  courbes,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  sensiblement  parallèle  à  la  normale  commune. 


4 
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SIXIEME  LEÇON. 

> 

De  lu   Courbure  d'une   Courbe  plane  eu  un  point  donné.    Rayon  de 
Courbure ,  Centre  de  courbure  et  Cercle  osculatcur. 


Soit  R  le  rayon  J'un  cercle  qui  touche  une  droite  en  un  point  donné. 
Si  l'on  tait  croître  indéfiniment  le  rayon  R,  la  portion  de  la  circonfé- 
rence qui  avoisine  le  point  de  contact ,  s'approchera  sans  cesse  de  la 
droite  dont  il   s'agit ,  et  se  confondra  sensiblement  avec  cette  droite  , 

lorsque  le  rapport  -— -  différera  très-peu  de  zéro.  Au  contraire,  la  cir- 
conférence se  courbera  de  plus  en  plus,  si,  le  rayon  R  venant  à  croître, 
le  rapport  —^  diminue.  En  conséquence  ,  il  est  naturel  de  prendre  ce 

rapport  pour  la  mesure  de  ce  qu'on  peut  appeler  la  courbure  du  cercle. 
Soient  d'ailleurs  x ,  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  cir- 
contéren-ce,  r  l'inclinaison  en  ce  point,  s  l'arc  renfermé  entre  un  point 
fixe  et  le  point  (.v,^);  enfin  A.v,  Ay,  Ar,  Aj-  les  accroissemens  que 
prennent  ces  diverses  variables,  quand  on  passe  du  point  {x ,  y)  à  un 
second  point  assez  rapproché  pour  que  l'inclinaison  croisse  ou  décroisse 
toujours  dans  l'intervalle.  L'arc  renfermé  entre  les  deux  derniers  points 
sera  précisément  dzAj,  et  l'angle  compris  entre  les  rayons  qui  abou- 
tissent aux  extrémités  de  cet  arc  sera  égal  à  l'angle  zL  A  r  compris 
entre  les  tangentes  extrêmes.  Cela  posé,  on  aura  évidemment 

dt  Ajr=  =t /?.Ar  , 
et  par  suite  on  trouvera  pour  la  courbure  du  cercle 


A'  A  i 

Leçons  Je  M.  Cauchy.    i  .^  Aance.  Mf 
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Concevons  maintenant  que  l'on  désigne  par  x ,  y;  a- -f- A  .v ,  ^y -f- A  y , 
les  coordonnées  de  deux  points  situés,  non  plus  sur  une  circonférence 
de  cercle,  mais  sur  une  courbe  quelconque,  et  assez  rapprochés  l'un 
de  l'autre  pour  que  l'inclinaison  r  croisse  ou  décroisse  d'une  manière 
continue  entre  les  extrémités  de  l'arc  ztAj.  Le  rapport 

^    '  ù.  s 

variera  en  général  avec  l'arc  zhAj-,  et  sera  ce  cjue  nous  appellerons  la 
courbure  moyenne  de  cet  arc.  De  plus,  si  le  point  (.vH— A.y,  y -\- ÙL.y) 
vient  à  se  rapprocher  indéfiniment  du  point  [x,y),  les  deux  quantités 
drAj,  drAr  convergeront  simultanément  vers  la  limite  zéro.  Mais  la 
limite  vers  laquelle  convergera  leur  rapport,  savoir, 

(3)  ±   '' 


d  S 

sera  en  général  une  quantité  finie,  que  nous  nommerons  la  courbure  de 
la  courbe  au  point  (.v,;i'). 

L'angle  ±Ar   compris   entre  les  tangentes  extrêmes   de  l'arc   rtAj 
est  ce  qu'on  appelle  ordinairement  ïangle  de  contingence. 

Lorsque  l'arc  rfcAj-  est  très-petit,  sa  corde  est  sensiblement  perpen- 
diculaire aux  deux  normales  menées  à  la  courbe  que  l'on  considère  par 
les  points  (.v,^),  (.yH-A.y,  y-i-^y)  ;  et  la  distance  du  point  (.v,  v)  au 
point  de  rencontre  des  deux  normales  est  sensiblement  équivalente  au 
rayon  d'un  cercle  cpii  aurait  la  même  courbure  que  la  courbe.  En  effet, 
soient  ;•  cette  distance,  et  f  la  limite  dont  elle  s'approche  indéfiniment. 
Dans  le  triangle  formé  par  les  deux  normales  et  la  corde  de  l'arc  ±^s, 
l'angle  opposé  à  cette  corde  sera  évidemment  égal  à  l'angle  de  contin- 
gence rirAr ,  tandis  que  l'angle  opposé  au  côté  r  différera  très-peu  d'un 
angle  droit.   Donc  ,  si  l'on  désigne  par  s  un  nombre  infiniment  petit , 
on  aura 


si"(-f  —  0 


sin  (±At) 

/(A  .\=  -+■  A/=) 
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On  en  conclura,  en  passant  aux  limites  , 

I  ,  d  r 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 

I  ,        d  r 


Or,  il  résulte  évidemment  de  la  formule  (4)  que  /  exprime  le  rayon 

d  T 

du  cercle  dont   la  courbure    est   égaie    à    zt  — —  .  Ce  rayon  ,  porté  à 

partir  du  point  (.v,/)  sur  ia  normale  qui  renferme  ce  point,  est  ce 
qu'on  nomme  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  proposée,  relatif  au  point 
dont  il  s'agit  ;  et  l'on  appelle  centre  de  courbure  celle  des  extrémités  du 
rayon  de  courbure  que  l'on  peut  considérer  comme  le  point  de  ren- 
contre de  deux  normales  infiniment  voisines.  Le  cercle  qui  a  ce  dernier 
point  pour  centre,  et  le  rayon  de  courbure  pour  rayon,  se  nomme  cercle 
de  courbure  ou  cercle  osculatcur.  Il  touche  évidemment  la  courbe  donnée, 
a  la  même  courbure  qu'elle,  et  tourne  sa  concavité  du  même  côté. 
La  courbure  et  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  peuvent  être  ^ré~ 

k^     sentées  sous  diverses  formes   qu'il   est   bon  de   connaître    et  que  nous 

K     allons  indiquer. 

Si  l'on  prend  x  pour  variable   indépendante,    on    aura   [  i.""*  et   5.^ 
leçons] 

tangrnzzty^    r  =:  rh  arc  tang /,    f/r=:d:r — _^    ,^   dx, 
ds—±z^^{i-\-y'')dx, 
et  par  suite  l'équation  (4)  donnera 

I ■  y" t_     /" 


J^  (I-t-7    )' 

A  l'inspection  de  cette  dernière  formule,  on  reconnoît  immédiatement 
que  la  courbure  devient  nulle ,  et  le  rayon  de  courbure  infini  ,  toutes 
les  fois  que  y"  se  réduit  à  zéro.  Alors  le  cercle  osculateur  se  transforme 
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en  une  droite,  et  se  confond  avec  la  tangente.  C'est  ce  qui  a  lieu  ,  par 
exemple,  pour  le  point  d'inflexion  de  la  courbe  yz^zx^  ,  et  en  général 
pour  tous  les  points  d'inflexion  dans  le  voisinage  desquels  les  fonctions 
y  et  y  restent  continues  par  rapport  à  x.  Si ,  pour  un  certain  point,  la 
valeur  de  y"  devenait  infinie,  sans  que  la  tangente  fût  perpendiculaire  à 
l'axe  des  .v,  la  courbure  serait  elle-même  infinie  ,  et  le  rayon  de  cour- 
bure s'évanouirait.  Enfin,  si  les  quantités  /,  y"  devenaient  toutes  deux 
infinies ,  la  fraction 

_4_         y" 
(i-+-7'^)i 

se  présenterait  sous  une  forme  indéterminée.  Mais  on  pourrait  fixer  la 
véritable  valeur  de  cette  fraction  à  l'aide  des  principes  établis  dans  le 
calcul  diflerentiei. 

Quelquefois,  tandis  que  l'abscisse  -v  varie  d'un€  manière  continue,  le 
rayon  de  courbure  change  brusquement  de  valeur.  Cette  circonstance 
peut  se  présenter,  non-seulement  dans  les  points  des  courbes  que  nous 
avons  nommés  points  saillaus ,  lorsque  la  fonction  y'  devient  discontinue 
en  changeant  brusquement  de  valeur,  mais  encore  dans  le  cas  où,  la 
fonction  y'  restant  continue,  la  fonction  /"  offre  des  solutions  de  conti- 
nuité. Par  exemple,  elle  a  lieu  dans  chacune  des  courbes 

[6)  /  =:  A- f  I -{- arc  tang  — I»        (7)      7  z=  .vM  i  H-  arc  tang — ), 

pour  le  point  qui  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées ,  lequel  est 
tout  à-la-fois  un  point  saillant  de  la  première  courbe  et  un  point  de 
contact  de  la  seconde  avec  l'axe  des  x.  En  effet ,  on  reconnaîtra  sans 
peine,  à  l'aide  de  la  formule  (5),  qu'au  moment  où  la  variable  x  s'éva- 
nouit pour  changer  de  signe,  Le  rayon  de  courbure»de  la  courbe  (6)  passe 

de   la  valeur  —     [-^ ij   -H-i  |'   à  la  valeur-'-   f^-j-i  )' H-i  |^5  et 

celui  de  la  courbe  (7) ,.  de  la  valeur à  la  valeur 

Lorsque  dans  la  formule  (5)  on  substitue  à  sec  r  =:  |/(i'-f-/'*)  le 
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japport  entre  la  normale  A^  et   la    valeur   numérique  de   l'ordonnée  y 
\voyei  l'équation  (5)  de  la  2.*  leçon],  on  trouve 

(8)  '  — v-ry\_ 

et 

(9)  r=^ 


_P A" 

et  l'on  en  conclut 

y  y"  ' 

Oji  détermine  facifement ,  à  l'aide  de  i'équatron  (y),  les  rayons  de  cour- 
bure de  plusieurs  courbes  ,  ainsi  que  nous  allons  le  faire  voir. 

//''  Exemple.  Concevons  que,  la  constante  p  étant  positive,  on  con- 
sidère la  courbe  représentée  par  l'équation 

(10)  y-  =  2px-{-(]x\ 

Cette  courbe  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole,  suivant 
que  la  quantité  q  sera  négative,  nulle  ou  positive.  De  plus,  ou  recon- 
naîtra sans  peine,  i.°  que  i'axe  des  .v  coïncide  avec  un  axe  de  la  courbe, 
et  l'origine  avec  une  extrémité  de  cet  axe  ;.  2/'  que,  dans  le  cas  où 
la  constante  (]  surpasse  la  quantité  —  i  ,  p  représente  le  paramètre, 
c'est-à-dire,  l'ordonnée  élevée  par  un  foyer  de  la  courbe.  Or,  si  l'on 
différencie  l'équation  (10),  on  en  tirera 

y  y'   ~  p  -\r  q  -V  ,. 
et  par  suite 

/ y'^  z=p---\-2pqx-h  -7'"  -v'  =p'-hqy'  ,      y'--=z-j^-^q  ; 
puis,  en  différenciant  de  nouveau  et  divisant  par  zy\ 

y    =_-^,       y^y    z=z  —  p\. 
Cela  posé,  l'éq^uation  (5?)  donnera 

Ainsi,  dans  la  courbe  (10),  le  rayon  de  courbure  est  égal  au  cube  de  la 
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normale  divisé  par  le  carré  de  la  longueur  p.  Si  l'on  remet  pour  A'  sa 

valeur 

Nz=zV{y'+f-y'^)^=^[p'-^{i-^q)y'Yy 
la  formule  (5))  deviendra 

3                                                                       ; 
(li)  /   —  J. —  Jl 

Enfin ,  si  la  courbe  proposée  se  réduit  à  la  parabole 
(13)  y'  —   ^px. 

on  aura  simplement 

(>4)        /  —  — j. —  —pv-^~r) 

Lorsque  dans  les  formules  (10)  et  (12)  on  pose  a- ::=^  o ,  on  en  tire 
yz=.o  ,  f  ■=.  p.  La  même  remarque  est  applicable  aux  équations  (13) 
et  (i4)-  On  peut  en  conclure  que,  dans  la  parabole,  dans  l'ellipse  et 
dans  l'hyperbole  ,  le  rayon  de  courbure  correspondant  au  sommet ,  à 
une  extrémité  du  grand  axe,  ou  à  une  extrémité  de  l'axe  réel,  est  équi- 
valent au  paramètre. 

^.''  Exemple.  Considérons  l'ellipse  ou  l'hyperbole  dont  a  et  h  sont  les 
deux  axes  ,  et  dont  l'équation  est 


I. 


En  opérant  comme  dans  le  premier  exemple ,  on  trouvera 
X   _,     jy'  /i         ^1      (>'    (  t'    \ 


A" 
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puis,  en  remettant  pour  ^V  sa  valeur  tirée  des  formules  (12)  de  la  seconde 
leçon , 

('7)         f  =  -- -b = 71 • 

Si  l'on  considère  en  particulier  l'ellipse 

(■8)  ^^^='. 

on  trouvera,  pour  le  rayon  de  courbure  à  l'extrémité  de  l'axe   xa, 

et,  pour  le  rayon  de  courbure  à  l'extrémité  de  l'axe   ib  , 

Alors,  SI  2 a  représente  le  grand  axe,   sera  le  paramètre  désigné 

dans  le  premier  exemple  par  la  constante   p. 

j/  Exemple.  Considérons  la  cycloïde  dans  laquelle  l'ordonnée  y  et 
sa  dérivée  y'  sont  déterminées  par  les  formules  (23)  et  (^5)  de  la 
seconde  leçon.  On  tirera  de  la  formule  (25) 

>  =  — -■■ 

puis,  en  différenciant  et  divisant  par  27', 
et  par  suite 

Ainsi,  cidiis  la  cycloide ,  le  rayon  de  courbure  est  douhk  de  la  normale ,  lors- 
qu'on prend  la  base  pour  axe  des  .v.  Par  conséquent  le  rayon  de  cour- 
bure s'évanouit  avec  la  normale,  et  la  courbure  est  infinie,  dans  tous 
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les  points  où  la  cycloïde  rencontre  la  base,  c'est-à-dire,  dans  tous  les 
points  de  rebroussement,  tandis  que,  dans  les  points  les  plus  éloignés 
de  la  base  ,  le  rayon  de  courbure  devient  égal  au  double  du  diamètre 
du  cercle  générateur.  ., 

Concevons  maintenant  que  l'on  cesse  de  prendre  l'abscisse   x   pour 
variable  indépendante.   On  trouvera 

dy  dy  j  ,     d  x  d- y  —  dyd^x 

tan2r  =  ±— r-,    r  =  ±: arc tang -/- ,    dT=± 7-: r^ — ' 

I 

et  la  formule  (4)  donnera 

,       .  !  ,     ■   dxd'y  —  dyd^x ,        d  x  d' y  —  dyd'-x 

•^  [dx-  -i-  dy)  ' 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  considère  l'arc  s  comme  variable  indé- 
pendante ,  on  peut  transformer  le  second  membre  de  la  formule  {20), 
de  manière  qu'il  renferme  seulement  les  dérivées  du  second  ordre  des 
coordonnées  x  et  /  par  rapport  à  s.  En  effet ,  si  l'on  différencie  l'é- 
quation 

Ja'  -t-  Jy'-  z=  ds^  , 

en  regardant  ds  comme  une  quantité  constante,  on  aura 

(21)  dx  d'-  X  -H  dy  d'- y  :zz:.  o  , 

et  Ton  en  conclura  [voyez  l'Auûlyse  algèhrujve ,  note  11  ], 

d~'y    —d--x  dxd'-y  —  dyd'x ,      [  (<y' «  )=> -t- (,/' v)>]T    , 


d-  dy  dx^^dy^  [dx^-^dy^y^ 

puis,  en  écrivant  ds'  au  lieu  de  dx'  -\~dy'-, 

dx  d^y  —  dy  d--  X j_    [[d'  xY  -^  [d' y)'-]'^ 

ds'  ' ds       '  ' 

Cela  posé,  on  tirera  de  la  formule  (20) 
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Ajoutons  que,  si,  à  partir  du  point  (.v.j),  on  porte  sur  la  courbe  don- 
née et  sur  sa  tangente,  prolongées  dans  le  même  sens  que  l'arc  s,  des 
longueurs  égales  et  infiniment  petites  représentées  par  /',  on  trouvera, 
pour  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  la  première  longueiu-, 

.    dx  ■    dy 

X  -+-  /  -j-,        y  -i-  t  -7-, 

ds  ^  ds 

et  pour  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  la  seconde , 

.  dx  ï"-    I  d'-x  ,\  .   dy  i'-    I  d'-  v  ,\ 

ds  i     \ds-  I  •'  ds  z    \ds  I 

I,  J  désignant  des  quantités  infiniment  petites.  Donc,  si  l'on  nomme  ^ 
la  distance  entre  les  extrémités  de  ces  deux  longueurs  on  aura 

et  par  suite 

De  cette  dernière  formule  combinée  avec  l'équation  (20)   on  tire 

(24)  y.=://>/?-^. 

En  conséquence,  pour  obtenir  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  en  un  point 
donné ,  il  suffit  de  porter  sur  cette  courbe  et  sur  sa  tangente ,  prolongées  dans 
le  même  sens ,  des  longueurs  égales  et  infiniment  petites ,  et  de  diviser  le  carré 
de  l'une  d'elles  par  le  double  de  la  distance  comprise  entre  leurs  extrémités.  La 
limite  du  quotient  est  la  valeur  exacte  du  rayon  de  courbure. 

Lorsqu'on  veut  appliquer  les  formules  (5),  (20)  ou  (22)  à  la  déter- 
mination de  la  courbure  d'une  courbe,  il  faut  commencer  par  exprimer 
les  différentielles  du  premier  et  du  second  ordre  des  coordonnées  x  ,y 
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en  fonction  de  ces  coordonnées  et  de  la  différentielle  de  la  variable 
indépendante.  On  se  trouvera  dispensé  de  refaire  dans  chaque  cas  par- 
ticulier un  calcul  de  cette  espèce,  si  l'on  emploie  la  formule  générale 
que  nous  allons  établir. 

Soit 

(25)  a  =   0 

l'équation  de  la  courbe  donnée  ,  u  désignant  une  fonction  des  coor- 
données rectangulaires  x ,  y.  En  différenciant  cette  équation  deux  fois 
de  suite ,  on  en  tirera 


{^6) 


du 

~d7 


d. 


du 


dy  z=z  o  , 


(^7)       -^-^à  x^^^d^y=.—  \^-J-Jx--^^-J-^dxdy■ 


dx  dy 


d'^u 
'dy 


dy^\ 


et  par  conséquent 

,     n\  d.y      — '^Jt    dyd^x — dxd^y 

^~     '  /ViTv  /^«\  "du 

On  aura  donc 


{dx"-  -^dy-\- 


~J'^-^p'y 


im-nm 


J.J'y-J,J..r  =  ^-M^L±^^T^[t_J-,^p.,] 


m-mv 


[dx^  -^dy''] 


(.t)=-(|)'] 


y^]'         rd'u   ,   ,  d-u    j     .  d'u  j  j-j 

-diTyyX^^'^'"^^^/''^^"^^^'^^  J 


De  cette  dernière  formule  combinée  avec  l'équation  (20)   on  conclura 

d'  u 

d  X-  -+-  2  ri  V  /i  V  — J- 

dy"- 


i-9) 


d^  u      ,        ,  d-  u     ,    i 

z-^-^dxdy~h-—dy 


dx  dy 


puis,  en  remplaçant  les  différentielles 

d  X  ,       d  y 
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par  les  quantités 


du  du 

et —  , 


d  y  dx 

qui  leur  sont  respectivement  proportionnelles,  on  trouvera  dcfinitivement 


I  du\^    d^u  du     du     d- u  (  du  \»    d'- u 


m 


,       .  I  ,        \  d  yj      d  x'-  dx     d  y  dx  dy  \  dx  j      dy- 

Si  les  variables  s  ,y  étaient  séparées  dans  l'équation  (25),  c'est-à-dire, 
si  la  fonction  u  se  composait  de  deux  parties,  dont  l'une  renfermât  la 
seule  variable  .v   et  l'autre  la  seule  variable  y ,  on  aurait 


d"-  u 

-  o  , 


d  X  d  y 

et  la  formule  (30)  se  réduirait  à 

/  d  u  Y     ^^  "  (  '^"  Y    ^^  " 

,.       I  — -j-  ^^^^  ^^^  -^  i"7r/  dx- 

Si  l'on  applique  la  formule  (30)  ou  (31)  aux  courbes  représentées  par  les 
équations  (10),  (13),  (15).  &c.,. ,  on  obtiendra  de  nouveau  les  valeurs 

de  f  que  fournissent  les  équations  (12),  (i4)>  (17).  &c 

En  terminant  cette  leçon,  nous  ferons  observer  qu'on  peut  dans  la 
formule  (4)  substituer  à  l'angle  r  l'une  quelconque  des  valeurs  de  -X 
propres  à  vérifier  l'équation  (5)  de  la  première  leçon,  c'est-à-dire,  une 
valeur  de  la  forme 

{32)  ^  r=  rt  //  TT  H-  arc  tang  y  1=:  ztz  n  tt  ±  r , 

n  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  Alors  la  formule  (4)  devient 

Nous  ajouterons  que  k  centre  de  couThure  correspondant  au  point  {x ,  y)  sera 
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placé,  par  rapport  à  ce  dernier  point,  du  côté  des  y  positives  ou  du  côté  des 
y  négatives ,  suivant  que  la  valeur  du  rapport 

d-L 

sera  elle -même  positive  ou  négative.  En  effet,  le  centre  de  courbure  étant 
le  point  d'intersecrion  de  deux  normales  infiniment  voisines  ,  il  est  clair 
que  la  courbe  tournera  toujours  sa  concavité  vers  ce  même  centre.  On 
en  conclut,  en  prenant  .v  pour  variable  indépendante,  et  ayant  égard 
à  la  remarque  de  la  page  73  ,  que  le  centre  de  courbure  sera  situé,  par 
rapport  au  point  [x,y),  du  côté  des  y  positives,  si  la  valeur  de  y"  est 
positive,  et  du  côté  des  /  négatives  dans  le  cas  contraire.  D'ailleurs, 
en  prenant  toujours  x  pour  variable  indépendante,  on  tire  de  l'équa- 
tion (32) 

I.  \  A±—     y" 

v3  5/  dx  I  -i-y""     > 

et  comme,  en  vertu  de  la  formule  (35),  les  quantités 

seront  toutes  deux  positives  ou  toutes  deux  négatives ,  on  pourra  évi- 
demment consulter  le  signe  de  la  première  au  lieu  du  signe  de  la 
seconde.  Si,  de  plus,  on  observe  que  la  valeur  et  le  signe  du  rapport 
-'^'^-  restent  les  mêmes,  quelle  que  soit  la  variable  indépendante,   on 

A  X 

se  trouvera  immédiatement  ramené  au  principe  qu'il  s'agissait  d'établir. 
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SEPTIÈME  LEÇON. 

Détermination  analytique  du  Centre  de  Courbure  d'une  Courbe  plane. 
Théorie  des  Développées  et  des  Développantes. 


Soient  y  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  plane  correspondant  au 
point  (.V,  ^),  et  ^ ,  vi  les  coordonnées  du  centre  de  courbure.  Ce  centre 
n'étant  autre  chose  que  l'extrémité  du  rayon  f> ,  porté  sur  la  normale  à 
partir  du  point  {x ,  y) ,  et  du  côté  vers  lequel  la  courbe  tourne  sa  con- 
cavité, les  coordonnées  |,  y\  vérifieront  évidemment  les  deux  équations 

(0  (^-v)^-H(>i-7)  =  /^ 

et 

(2)  {^-x)clx  -\-{v—y)Jy  z=  o  , 

desquelles  on  déduira  la  formule 

/    X  i—.y  __.   g  — ^  zzz-*-  [^''~>')''^(^~^)'^   =-+-    ^ 

De  plus  ,   il  résulte  du  principe  établi   à  la  fin  de  la  leçon  précédente 
que,  si  l'on  appelle  ->{/  l'un  des  angles  déterminés  par  la  formule 

(4)  tang  4  =  -^  » 

« — y  et  le  rapport  —p^  seront  des  quantités  de  mêine  signe.  En  ayant 

égard  à  ce  principe  et  à  l'équation  {'^t,)  de  la  même  leçon,  on  tirera  de 
la  formule  (3) 

H  /        ^  X      I 


(5) 


—  dy  d\ 
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et  par  suite 

Les  équations  (6),  comprises  l'une  et  l'autre  dans  la  formule  (5),  suf- 
lîsent  pour  déterminer  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  d'une 
courbe  plane. 

Si  l'on  prend  .v  pour  variable  indépendante,  on  trouvera,  en  mul- 
tipliant chaque  membre  de  la  formule  (5)  par  dx,  et  substituant  à 
■  y'  ■  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (35)  [sixième  leçon  |, 

(7)  ''—7  — -=7-— —7 ' 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(8)  >i  —y  —     y.     >     l->^=-y  —y.^-- 

Si  l'on  cesse  de  prendre  x  pour  variable  indépendante  ,  l'équation 
(4)  donnera 

d\       ,/   dy  \   dxd-y  —  dyd'-x 


d 


(4f)- 


,    I    I  dx  d'y  —  dy  d'x   dx  d'y  —  dy  d^  x 


cos^  ,|,  \  d  X  1  d  : 

I  dx  d'y  —  dy  d^  X   

i-Htang^,j,  d  X'  dx^-i~dy' 

et  les  formules  (5),  (6)  deviendront  respectivement 

11  — y     ^  —  X     d  x'  -+-  dy' 


(9) 


dx  — dy  dxd'y — dy  d' x     > 


,        >  ,  dx'-t-dy'  y  ,  dx'-^dy' 

(10)  V  —  y  z=z  d  X -j—j. -f^^ — »      t  —  X  z=:  —  d  y —^--T-^ t^TTT- 

^       '  -^  dxd-y  —  dy  d' X  ^  ^     dxd'y  —  dy  d  x 

On  aura  par  suite 

(11)  [l  —  x)  d'  X  -^-  [t—y)d'-  y  ^zz  d  x^  -h  dy^=zds*  , 
ou  ,  ce  qui  revient  au  même , 
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(-)  (a--)ii^-^(^-^)if  = 


I. 


Il  est  facile  d'ctablir  directement  cette  dernière  équation.  En  effet  , 
soient  A,  ^  les  angles  que  la  normale  ,  prolongée  du  côté  vers  lequel 
la  courbe  tourne  sa  concavité,  forme  avec  les  demi-axes  des  coordon- 
nées positives.   On  aura  évidemment 

/     \  ?  — ^  N  "  — y 

(iT.)  =  cos  A ,        rr:  cos  M,. 

Concevons  de  plus  que  l'on  prenne  l'arc  s  pour  variable  indépendante  , 
et  qu'à  partir  du  point  [x ,  y)  on  porte  sur  la  courbe  et  sur  sa  tan- 
gente, prolongées  dans  le  même  sens,  des  longueurs  égales  et  infini- 
ment petites  représentées  par  /.  Si  l'on  appelle  ^  la  distance  comprise 
entre  les  extrémités  de  ces  deux  longueurs,  la  distance  fc^,  comptée  à 
partir  de  la  tangente,  aura  pour  projections  algébriques  sur  les  axes 
[voyei  la  page  97  ]  des  quantités  de  la  forme 

('4)  -f(4^-H/)-     ^(4f+-^). 

/,  y  désignant  des  quantités  infiniment  petites,  et  formera  par  consé- 
quent avec  les  mêmes  axes  ,  prolongés  dans  le  sens  des  coordonnées 
positives ,  des  angles  qui  auront  pour  cosinus 

D'ailleurs  [en  vertu  du  théorème  établi  à  la  fin  de  la  ^.*  leçon]  la 
droite  sur  laquelle  se  comptera  la  distance  'd  ,  sera  sensiblement  pa- 
rallèle à  la  normale  ;  et ,  comme  cette  distance  devra  être  portée,  à  partir 
de  la  tangente,  du  côté  où  se  trouvera  le  centre  de  courbure,  nous 
sommes  en  droit  de  conclure  que  les  limites  des  expressions  (15)  seront 
équivalentes  aux  cosinus  des  angles   A,  /a,.  Cela  posé,  en  réduisant  / 

et  y  à  zéro,  et  substituant  au  rapport  -; —  sa  limite  f,  on  aura 
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(i6)  / -^-^  =  cos  A  ,         f-f^  —  cos^- 

Si  i'on  cessait  de  prendre  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  il  faudrait 
remplacer 

d^  X  d' y 

'77~*  ds^- 


par 


■'m     ''m 


d  s  d  s 

Alors  les  équations  (i6)  deviendraient 

Si  l'on  multiplie  membre  à  membre  les  formules  (13)  par  les  formules 
(16)  ou  (17),  et  si  l'on  ajoute  les  équations  obtenues,  en  ayant  égard, 
dans  le  cas  où  Ion  emploie  les  formules  (17),  à  l'équation  (2),  on  se 
trouvera  immédiatement  ramené  à  la  formule  (12). 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  prend  l'arc  s  pour  variable  indépendante, 
on  tire  des  équations  (i  3)  et  (i  6)  réunies  à  la  formule  (22)  de  la  6/  leçon 

i^                 ,      d^  X      d  x'  -^  dy-  ,, 
K  —  ^—r  -JTT  —  -(d^.Y^^d^yy  '^'  ^  > 
,      d\y     d  x^  -ï-  dy"- 
"^    y — f' ~d^      {d^xf -^{d^-yY  ^  y- 

On  arrive  au  même  résultat  en  substituant,  dans  les  équations  (10),  à 
dx  et  à  — dy,  les  quantités  d-y  et  d-  x  ,  qui  leur  sont  respectivement 
proportionnelles  en  vertu  de  l'hypothèse  admise  [voyei  la  formule  (21) 
de  la  6.^  leçon  ]. 

En  réunissant  les  formules  (  1  ),  (2)  et  (  i  i  )  ,  on  obtient  le  système  des 
équations 

{^  —  xY-h{^—yY  =  f'-, 

i^9)      {        {^  —  x)dx-i-{r—y)dy  =  o, 

(  ^  —  .V  )  ^*  A-  -f-  {t  — y)  d-y  —  d  x-  —  dy-  =  o  , 
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q[in  suffisent  pour  déterminer  en  fonction  de  x  les  trois  inconnues  ^ , 
r  et  f.  II  est  essentiel  de  remarquer  que  l'on  retrouve  la  seconde  et  là 
troisième  équation ,  lorsqu'on  différencie  la  première  et  la  seeonde ,  en  opérant 
commet  si  les  trois  inconnues  e'taient  des  quantités  constantes. 

Lorsque  le  point  (**./)  vient  à  se  de'placer  sur  la  courbe  donnée)  Ib 
ceiîfré  de  courbure  se  de'place  en  même  temps.  Si  le  premier  point  se 
meut  d'une  manière  continue  sur  ia  courbe  dont  il  s'agît ,  ie  second 
dqfrira  une  nouvelle  courbe.  Or ,  pour  obtenir  l'équation  de  cette  d^r-- 
nière,  il  suffira  évidemment  d'exprimer  en  fonction  d'une  seule  variable^ 
.V,  ou  jf,  ou  s,  Sec.»-. ,  les  seconds  membres  des  formules  [6]  ou  (lo)/ 
puis  d'éliminer  cette  variable  entre  les  deux  formules.  L'équation  résuI-< 
tant  de  l'élimination  ne  renfermera  plus  que  les  deux  variables  ^,  r, 
et  représentera  précisément  la  ligne  qui  sera  le  lieu  géométrique  dâ 
tous  les  centres  de  courbure  de  la  courbe  donnée.  Pour  établir  les  prin- 
cipales propriétés  de  cette  ligne,  on  diffi;renciera  les  formules  (lo), 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  deux  premières  des  équations  (15). 
En  opérant  ainsi ,  et  ayant  égard  à  la  remarque  précédemment  faite  , 
on  trouvera 

(20J  {x  —  ^)^^-4-{7  —  n)dY\  ■=:  fdf 

eÉ 
(2  ij  dx  d^  -i^  dy  dy^  =t  ù. 

Or  il  résulte  de  l'équation  (21)  [voyez  ^^  5-"  ^eçon]  que  les  tangentes 
menées  à  la  courbe  donnée  par  le  point  (.v,  _y) ,  et  à  la  nouvelle  courbe 
par  le  point  {^,1),  sont  perpendiculaires  entre  elles.  Donc  le  rayon  dé 
ccfujbure  ,  qui  se  compte  sur  la  normale  menée  à  la  première  courbe 
par  le  point  {x,)i),  et  qui  aboutit  au  point  (^,  >i),  sera,  en  ce  dernier 
point»  tangent  à  la  seconde  courbe.  De  plus,  si  l'on  nomme  <  l'arc  de 
la  nouvelle  courbe  compris  entre  un  point  fixe  et  le  poiAt  raobilâ' 
{^,  ïi)  ,  on  aura 

(22)  d^'  -H  dv'  ^=:di\ 
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et  l'on  tirera  des  formules  (2)  et  (21)  combinées  avec  les  formules  (i)y 
{20)  et  (22) , 

\    jf  I  —  X  II — y  p^  p 


On  trouvera  par  suite 

(24)  d f  zi:z -àz.  d  1^  ,        ou        ^  (j^rp  $)  rz:  o. 
Si  l'on  fait,  pour  plus  de  commodité  , 

/  =p  ç  ==  -ar  (.v)  , 
on  réduira  l'équation  (24)  à 

'Z3-'.(.v)   =   o  ; 
puis,  en  désignant  par  A.v  un  accroissement  fini  attribué  à  la  variable 
.V,   par  Aiïr(.v)  l'accroissement  correspondant   de  js  rp  c  ,   et  par  Ô   un 
nombre  inférieur  à  l'unité,  on  tirera  de  la  formule  (8)  de  la  7.^  leçon 
de  calcul  différentiel 

ù^'ar[x)  ::=: -ar  (.V -f- A x)  —  -zr  (.v)  =  •ar'(.v-+-G  Aa-)  .  Ax  =  o. 
On  aura  donc  A  (^zp  $)  :zzi  o  ,   ou 

(25)  A/  =  ±A,. 

Il  suit  de  l'équation  (uj)  que  l'arc  zizAç  i-enfermé  entre  deux  points 
de  la  nouvelle  courbe  équivaut  à  la  différence  des  rayons  de  cour- 
bure qui  aboutissent  à  ces  deux  points.  Ajoutons  que  le  signe  placé 
devant  la  différence   A$,  dans  l'équation   (25),   sera  toujours  celui  qui 

'de 

précédera  le  rapport dans  la  fornnde  (23) ,  et  par  conséquent  celui 

ï  — 

qui  précédera  les  rapports  ~ — '—  ■>  — — —■,  dans  lés  deux  équations 

(26)  4^— d::  ^^--^   ,      ll^  —  -±,lzzy^. 


dç  
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Il  en  résulte  [voyei  les  pages  10  et  80]  que  l'arc  $  et  le  rayon  de 
courbure  y3  croîtront  simultanément,  si  la  tangente  à  la  nouvelle  courbe, 
étant  prolongée  dans  le  même  sens  que  l'arc  $ ,  coïncide ,  non  pas  avec 
le  rayon/,  mais  avec  le  prolongement  de  ce  rayon  au-delà  du  point 
(^,  r)  ,  tandis  que,  dans  l'hypothèse  contraire,  le  rayon  /venant  à 
croître,  l'arc  $  diminuera.  Cela  posé ,- concevons  qu'un  fil  inextensible, 
fixé  par  une  de  ses  extrémités  au  point  (^,  v) ,  et  d'une  longueur  égale 
à  celle  du  rayon  de  courbure  / ,  soit  d'abord  appliqué  sur  ce  rayon  ; 
puis  ,  que  le  même  fil ,  restant  toujours  tendu  ,  vienne  à  se  mouvoir 
de  telle  sorte  qu'une  partie  s'enroule  sur  l'arc  rtA^,  compris  entre  les 
points  (^,  n)et  (^-l-A^,  n-|-Ari).  L'autre  partie,  qui  restera  droite 
et  touchera  la  nouvelle  courbe  au  point  (^-t-A^,  :i-f-Aîi),  aura  évi- 
demment la  longueur  du  rayon  de  courbure  qui  aboutit  à  ce  point  ;  et 
par  conséquent  celle  des  extrémités  du  fil  qui  coïncidait  d'abord  avec 
le  point  {x,y),  se  trouvera  transportée  au  point  (.vH-Aa,,  y-\-Ay). 
Comme  ce  dernier  point  est  situé  sur  ia  courbe  proposée ,  et  que  notre 
raisonnement  subsiste  quelle  que  soit  la  longueur  de  l'arc  ±  A  $  , 
nous  devons  conclure  qi\e  le  fil  inextensible  ,  pendant  qu'il  s'enroule 
sur  la  nouvelle  courbe  ,  décrit  par  son  extrémité  mobile  la  courbe 
donnée.  La  même  courbe  se  trouvera  encore  décrite  ,  mais  en  sens 
contraire,  si,  après  s'être  enroulé  sur  l'arc  dt  A  ç ,  le  fil  se  meut  de 
manière  à  revenir  à  sa  position  primitive  ;  et  ,  dans  ce  mouvement 
rétrograde,  la  portion  du  fil  qui  s'était  appliquée  sur  l'arc  ±A^,  se 
développera  de  nouveau  en  ligne  droite.  De  cette  remarque  dérivent 
quelques  expressions  employées  généralement,  et  qu'il  est  bon  de  con- 
naître. On  appelle  développée  de  la  courbe  proposée,  la  nouvelle  courbe  , 
dont  les  arcs  se  développent  en  ligne  droite  sur  le  rayon  de  courbure 
de  la  première.  Au  contraire  ,  la  première  courbe ,  décrite  par  l'ex- 
trémité mobile  du  fil  enroulé  sur  la  seconde,  est  la  développante  de 
celle-ci. 

Pour  montrer  une  ap.plication  des  fijrmules  ci -dessus  établies  ,   sup- 
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posons  qu'il  s'agisse  de  trouver  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  ia 
cycioïde  représentée  par  le  système  des  équations  (20)  [2/  leçon],  ou, 
en.  d'autres  termes  ,  la  développée  de  cette  courbe.  Les  formules  (5)  de 
la  première  leçon  et  (25)  de  la  seconde  fourniront  l'équation 

,  ,  /?sinû)    sin  &i        &■ 

tans 4/^=  y  ^^^ ^^^ zz:  cot  —  » 

à  laquelle  on  satisfera  en  prenant 
(27)  4^  =^  —  "'^■~*^ 


5 


et  désignant  par  ti  un  nombre  entier  quelconque.  On  aura  par  suite 
(a8)  d-\>——^dcù, 

et  les  formules  [6)  donneront 

,       .  y  dy  d  X 

(2p)  ^  =  .v-H2^^,      ,rzr^-2-^. 

Si  maintenant  on  substitue  pour  x ,  y,  dx  et  dy ,  leurs  valeurs  tirées  des 

équations  (20)  et  (24)  [^-^  ieçoii],  on  trouvera 

(jo)    ^:=.v-t-2/?sina>  =  /?(6JH-sinw),   fi^=—y=^—R{i  —  cos(i>). 

Enfin  ,   si  l'on  ^pose 

(31)  «  rr:  n  H-  vr  , 
on  obtiendra  le  système  des  formules 

(32)  l  —  vcR:i=zR[Q.  —  sma),    r-H2/?r=:/?(i-cosa). 

qui  sera  propre  à  représenter  ia  développée  de  la  cycioïde.  Cette  dé- 
veloppée passera  évidemment  par  le  point  qui  a  pour  coordonnées 
x-^izR ,  y=. —  zR,  et  qui  n'est  autre  chose  que  le  centre  de  conrbure 
correspondant  à  l'ordonnée  maximum  de  ia  première  branche.  Si ,  afin 
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de  transporter  l'origiiTe  à  ce  même  centre,  on  remplace  ^  par  l-f-vr/?, 
et  >i  par  n  —  iR,  les  équations  (32)  deviendront 

(33)  ^z=:R{Çl  —  s\v\^)  ,     T-=:  R[i  —  co?,£l). 

Comme  ces  dernières  sont  toutes  pareilles  aux  équations  {20)  de  la 
deuxième  leçon  ,  nous  devons  conclure  qu'une  cycloïde  a  pour  déve- 
loppée une  autjie  cycloïde  de  même  forme  et  de  mêmes  dimensions  , 
dont  les  points  de  rebroussemenf  coïncident  avec  les  centres  de  Cour- 
bure correspondans  aux  points  milieux  des  diverses  branches  de  la  pre- 
mière. Ajoutons  que  les  points  de  rebroussement  de  la  première  sont 
en  même  temps  les  points  milieux  des  diverses  branches  de  la  seconde, 
et  que,  la  seconde  cycloïde  étant  représejitée  par  les  formules  (32)  ,  sa 
base  se  confond  avec  la  droite  qui  a  pour  équation 

(34)  y  =  —zR. 

f 

Il  serait  facile  cTétablir  les  équations  (30),  en  partant  do  principe  établi 
dans  la  sixième  leçon  ^  savoir,  que  le  rayon  de  courbure  de  la  cycloïde 
est  double  de  la  normale  >  quand  la  base  est  prise  pour  axe  des  .v.  En 
effet,  en  vertu  de  ce  principe,  le  milieu  du  rayon  de  courbure,  c est-à- 
dire,  le  point  qui  a  pour  coordonnées 


coïncide  avec  le  point  dans  lequel  la  base  est  touchée  par  le  cercle 
générateuï  ,  et  dont  l'abscisse  est  R  cù  z=z  x -{- Rs'mtù.  On  a  donc  les 
équation^ 

\     — nr  .V  -{-/^sin«,     •=— — :=  o  , 

desquelles  on  déduit  immédiatement  les  formules  {)o).  On  peut 
même,  sans  recourir  à  ces  formules,  et  à  l'aide  du  seul  principe  que 
nous  venons  de  rappeler,  déterminer  la  nature  de  la  courbe  qui  sert  de 
développée  à  la  cycloïde.  Pour  y  parvenir,  décrivons  avec  le  ravon   R 
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deux  cercles  égaux ,  qui  aient  leurs  centres  placés  sur  l'axe  des  y ,  l'un 
au-dessus,  l'autre  au-dessous  de  l'axe  des  x,  et  qui  touchent  ce  dernier 
axe  à  l'origine  des  coordonnées.  Concevons  ensuite  que  l'on  fasse  rouler 
ces  deux  cercles,  le  premier  sur  l'axe  des  .v  ,  le  second  sur  la  droite 
parallèle  vz=z—  ^R ,  de  manière  qu'ils  ne  cessent  pas  d'avoir  l'axe  des 
X  pour  tangente  commune.  Les  rayons,  qui,  dans  le  premier  instant, 
aboutissaient  à  l'origine  des  coordonnées,  tourneront  autour  des  centres 
des  àçvi\  cercles  et  décriront  en  même  temps  des  angles  égaux;  d'où  il 
résulte,  i ."  que  ces  rayons  seront  toujours  parallèles  ;  2.°  que  la  droite  , 
qui  joindra  leurs  extrémités ,  passera  par  le  point  de  contact  et  sera  di- 
visée à  ce  point  en  deux  parties  égales.  Or  la  partie  comprise  dans  le 
premier  cercle  sera  évidemment  la  normale  de  la  cycloïde  proposée  que 
décrira  l'extrémité  du  premier  rayon.  Donc  le  rayon  de  courbure  de 
cette  courbe,  égal  au  double  de  la  normale,  coïncidera  nécessairement 
avec  la  droite  entière,  et  le  centre  de  courbure  avec  l'extrémité  du  second 
rayon.  Donc  le  lieu  des  centres  de  courbure,  ou  la  développée  de  la 
même  courbe,   sera  précisément  la  seconde  cycloïde  décrite   par   cette 

extrémité. 

* 

Les  équations  (6)  et  (10),  dont  nous  avons  indiqué  l'usage  dans  la 
recherche  des  développées  ,  peuvent  être  remplacées  par  d'autres  qui 
renferment  seulement  les  quatre  variables  ^,  r,  .v  et  7.  En  effet,  soit 

(35)  "  =   ° 

l'équation  d'une  courbe  plane ,  u  désignant  une  fonction  des  deux  coor- 
données -v,  y.  On  tirera  des  formules  (2)  et  (i  i) ,  jointes  aux  équations 

(26)  et  (27)  de  la  leçon  précédente  , 

r 

,     y       I  —  X        n — y (I — x)d'x-\-[i\ — y)dy dx'-i-dy^ 

^j'-fdu\        ldu\  du   j  du    .  du    .  d- u     ,      ,        d- u   ,       "" 

t)        \Ty)  Tx^'^^Ty'^y  TJ'^'-17dy^^^y-^17^=' 

puis,  en  substituant  aux  différentielles 

d  X  ,       d  y 
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les  quantités 


du  du 


dy     ■>  Jx    ' 

qui  leur  sont  respectivement  proportionnelles,  on  trouvera 

I  du  Y       I  û^"  y- 


^^7l         (  du\  (  ^"\  ldu\^d'u  du  du    d'- u  l  du  y  d' u 

\"Zrj  Xdy)  \7^}     'dy-  ^Txdydxdy  \dy]    d  x- 

Cette  dernière  formule  équivaut  à  deux  équations  entre  les  coordonnées 
X ,y  de  la  courbe  que  l'on  considère  et  les  coordonnées  ^,  >i  de  ia  dé- 
veloppée. 

Lorsque  dans  l'équation  (35)  les  variables  s,  y  sont  séparées,  on  a 

et  la  formule  (3 y)  se  réduit  à 

/  du  Y         I  du  Y 
/       \  |  — ^    "—7 \  <ix  j  \  dy  I 


/  du\  M"  \  1   <i'^  y      d- u  f  du   y     d' u      • 

\d7)       Vdj)  \  dx  1     dy-  ~^\d'y)     dx'~ 

Pour  obtenir  la  développée  de  la  courbe  (35),  il  suffit  évideminent 
d'éliminer  .v  et  y  entre  l'équation  (35)  et  celles  qui  sont  comprises  dans 
la  formule  i^y)  ou  (39).  Dans  plusieurs  cas,  il  est  facile  de  résoudre 
les  deux  dernières  équations  par  rapport  aux  variables  .v,  y ,  et  d'en  dé- 
duire les  valeurs  de  ces  variables  exprimées  en  fonction  des  coordonnées 
^,  r.  Alors,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (35),  on  trouvt 
immédiatement  l'équation  de  la  développée. 

//''Exemple.  Concevons  que ,  les  constantes  a,  h  étant  positives, 
on  considère  l'ellipse  représentée  par  l'équation 

Mo)  ■f-Hi-  =  ,. 

Dans  ce  cas  particulier  ,  on  pourra  prendre 


I  1  2  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

qf  ion  tn  conclura 


du     !(  du     y 

dx  ~  *  dy  b"-     ' 

d'-u    ^ I  d'^u    i 

IIF' ^â»~'  dy^    '~     h- 

On  afira  par  suîîe 

/du  y-  d'u    ,    (du  Y  du:  '     /  ""     ...  y\ — __!_ 

et  l^  formule  (35?)  donnera 
Ort  tirera  de  cette  dernière 


,    ?  û^  —  b^       ,  i^    r  b"-  —  a"" 


puis,  en  désignant  par  A  et  B  des  quantités  positives,  choisies  de  .ma- 
nière à  vérifier  la  formule 

oi;  tjotivera 


/i 


câli  ce  qui  revient  au  même  , 

'Si  rDâlntenant  on  substitue  dans  i'équation  (4o)  les  valeurs  de  —  et  de 
-^  tirées  des  formules  [4^),  on  obtiendra  une  équation  entre  les  seules 

b 
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variables  ^,  m,  savoir, 

M3)  (4)'+(i)'='- 

Cette  équation  ,  qui  représente  la  déveioppée  de  l'ellipse ,  peut  être  fa- 
cilement transformée  de  manière  à  ne  plus  renfermer  que  des  puis- 
sances entières  des  variables.  En  effet  ,  après  avoir  élevé  chacun  des 
deux  membres  à  la  troisième  puissance,  on  en  tirera 

et  par  suite 

^7  A-  "^ 


M4)  (.-41-^)'=-  ^' 


On  conclut  aisément  de  l'équation  [4-^)  ou  {44)  ^"^  ^^  déveioppée  de 
l'ellipse  est  une  courbe  fermée ,  divisible  en  quatre  parties  superposables 
par  deux  axes  qui  coïncident,  comme  ceux  de  l'ellipse,  avec  les  axes 
coordonnés,  et  qui  rencontrent  cette  développée  en  quatre  points  dont 
les  distances  à  l'origine  sont  A  et  B.  Ajoutons  que  chacune  des  parties 
de  la  développée  touche  les  axes  en  les  rencontrant,  et  qu'en  consé- 
quence chacun  des  points  de  rencontre  est  un  point  de  rebroussement 
de  cette  courbe. 

2.'  Exemple.   Considérons  l'hyperbole  représentée  par  l'équation 
(45)  ^-f=±,. 

En  opérant  comme  dans  l'exemple  précédent,  et  désignant  par  A,  B 
deux  quantités  positives  choisies  de  manière  à  vérifier  la  formule 

{46)  a' -+- L-- z=i  A  a  ~  B  l>  , 

on  reconnaîtra  que  l'équation  de  la  développée  se  réduit  à 

M7)  (i)'-(i)*  =  ±,. 

Leçons  de  M.  Cauchy.   i .'°  Année.  p 


1  I  4  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  à 

,48)  [,^(ll_^)]>^_.7ll.^. 

On  conclut  aisément  de  la  formule  (47)  ou  (48)  que  la  développée  de 
l'hyperbole  est  une  courbe  qui  s'étend  à  l'infini ,  qui  se  trouve  divisée 
en  quatre  parties  semblables  par  les  axes  coordonnés,  et  qui  se  compose 
de  deux  branches  séparées  ,  dont  chacune  a  un  point  de  rebroussement 
situé  sur  le  prolongement  de  l'axe  réel  xa  ou  zh  de  l'hyperbole,  à  la 
distance  A   ou  à  la  distance  B  de  l'origine. 

j/  Exemple.    Concevons  que,  la  constante  p  étant  positive,  on  con- 
sidère la  parabole  représentée  par  l'équation 

(49)  y'  =  2px. 

Dans  ce  cas  on  pourra  prendre 

u=-^{2px—y^), 
et  l'on  en  conclura 

ti  u  du 


=  P'    ■-jir  —  —y' 


dx     ^  '  dy 


d  X-  '  d y"^ 


Par  suite,  la  formule  (35))  donnera 

I  —  ^ n    y"     p  -\-2.: 


...             J        ,                   J 

V                   y 

—t-     ,   — 
?-            r 

On  aura  donc 

^  —  -v  — .  /;  -h  2  .V  , 

f               y'- 

y        f  ' 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 

l—p^ix, 

y—      P'-^ 

Les  valeurs  de  .v  et  de  y,  tirées  de  ces  deux  dernières  formules,  sont 
respectivement 
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(50)  .Y  r=  - — ^ ,  y  =: — p'r'- 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4p),  et  supprimant  le  facteur 
p  commun  aux  deux  membres,  on  trouvera 

L'équation  (5  i),  qu'on  peut  aussi  mettre  sous  ia  forme 

g 

appartient  à  la  développée  de  la  parabole.  Il  est  facile  de  reconnaître 
que  cette  développée  s'étend  à  l'infini  du  côté  des  .v  positives,  qu'elle 
a  pour  axe  l'axe  de  la  parabole,  et  qu'elle  rencontre  cet  axe,  en  le  tou- 
chant, au  point  dont  l'abscisse  est  p.  Ce  point,  qui  se  trouve  placé  à  la 
même  distance  du  foyer  que  le  sommet  de  la  parabole ,  est  tout  à-la- 
fois  le  sommet  de  la  développée  ,  et  le  seul  point  de  rebroussement 
qu'elle  présente.  Si,  afin  de  transporter  l'origine  au  point  dont  il  s'agit, 
on  remplace  ^  par  ^-f-/>  dans  la  formule  (5 1)  ou  (52),  on  en  tirera 


{53)  J=-i-P 


et 


(54)  .  =  {^-p-^^-. 

Les  équations  (53)  et  (54)  étant  comprises  comme  cas  particuliers  dans 
les  formules  (44)  de  la  5  .^  leçon,  il  en  résulte  que  toute  parabole  du 
second  degré  a  pour  développée  une  autre  parabole  du  degré  —  ou  —  ■ 


p'- 
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HUITIÈME  LEÇON. 

Sur  les  Courbes  planes  qui  sont  Osculatrices  l'une  de  l'autre  en  un 

point  donné. 


On  dit  que  deux  courbes  planes  sont  osculatrices  l'une  de  l'autre  en 
un  point  qui  leur  est  commun,  lorsqu'elles  ont  en  ce  point,  non-seule- 
ment la  même  tangente,  mais  encore  le  même  cercle  osculateur,  et  par 
conséquent  la  même  courbure  avec  leurs  concavités  tournées  dans  le 
même  sens.  Alors  le  contact  qui  existe  entre  les  deux  courbes  prend  le 
nom  d'osculatioii.  Cela  posé,  on  établira  facilement  la  proposition  sui- 
vante. 

I,*''  Théorème.  Concevons  que  deux  courbes  planes  soient  représentées 
par  deux  équations  entre  les  coordonnées  rectangulaires  x ,  y ,  et  que  l'on 
prenne  l'abscisse  x  pour  variable  indépendante.  Pour  que  les  deux  courbes 
soient  osculatrices  l'une  de  l'autre  en  un  point  commun  correspondant  â  l'abs- 
cisse X,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  l'ordonnée  y ,  relative  à  cette 
abscisse ,  et  les  dérivées  de  y,  du  premier  et  du  second  ordre,  c'est-à-dire, 
les  trois  quantités 

(i)  y.    y  ,    y 

conservent,  dans  le  passage  d'une  courbe  a  ï autre ,  les  mêmes  valeurs  numé- 
riques et  les  mêmes  signes. 

Démonstration.  En  effet,  si  ces  conditions  sont  remplies,  les  deux 
courbes  auront  évidemment  un  point  commun  correspondant  à  l'abs- 
cisse X.  De  plus,  on  conclura  de  l'équation  (5)  [  i/*  leçon]  que  les  deux 


! 
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coui-bes  ont  la  même  tangente,  de  l'équation  (5)  \_6.^  leçon]  qu'elles 
ont  le  même  rayon  de  courbure,  et  de  la  remarque  faite  à  la  page  73  , 
qu'elles  ont  leurs  concavités  tournées  du  même  côté.  Réciproquement , 
si  les  deux  courbes  sont  osculatrices  l'une  de  l'autre  au  point  dont 
l'abscisse  est  x ,  non-seulement  les  quantités  y ,  y  et  le  signe  de  y'  de- 
vront rester  les  mêmes  dans  le  passage  d'une  courbe  à  l'autre  ,  mais  il 
est  clair  qu'on  pourra  encore  en  dire  autant  du  rayon  de  courbure  f  , 
et  par  suite,  de  la  valeur  numérique  de  /", 

Concevons  maintenant  que,  y'  et  /'  représentant  toujours  des  déri- 
vées relatives  à  la  variable  .v ,  on  désigne  par 

J  X  ,      d  y  ,      d^  X  ,      d'-  y 

les  différentielles  de  .v  et  y ,  du  premier  et  du  second  ordre  ,  prises 
par  rapport  à  une  nouvelle  variable  r  considérée  comme  indépendante. 
On  aura  [voyei,  dans  le  calcul  différentiel,  les  formules  (p)  de  la  12.^ 
leçon  ] 

di^] 

,    s.  I dy  II \  dx  I    dxd'y  —  dy  d^x 

^~'         y     "Z7'    y        dx    —       17^       ' 

Supposons  ,  pour  fixer  les  idées ,  que  la  caractéristique  S  indiquant 
une  fonction  quelconque ,  la  variable  indépendante  r  soit  liée  aux  va- 
riables s,  y  par  une  équation  de  la  forme 

(3)  r=É[x.y). 

En  différenciant  cette  équation  deux  fois  de  suite ,  on  trouvera 

dâ{x,y)  dx  d4[x,y)  dy 


(4) 


Or,  on  déduira  sans  peine  des  formules  (2)  et  (4)  les  valeurs  de 


dx 

dr 

-I- 

dy        d  r 

dHx, 

dx 

.y)  d'x 

dr' 

-f- 

dS{x.y)  d'y 
dy        d  r' 

-f- 

d'gix, 

dx' 

,y)  dx' 

dr' 

-+- 

^   d^^{x,y)  dx 
dxdy      dr 

dy 

dr 

-+- 

d'§{x 
d/ 

'       dr' 
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(5) 


dx  dy  d^  X  d- y 


d  r  d  r'  d  r- 


exprimées  en  fonction  des  quantités 

,        „  dH^-y)  d3{x,y)  d^§{x,y)  d'S{x,y)  d-ê{x,y)  . 

y>y'  dx        '  dy        '  dx^         ''         dx  dy      '  dy- 

et ,  puisque  ces  quantités  conserveront  les  mêmes  valeurs  relatives  au 
point  d'osculation  de  deux  courbes  planes  dans  le  passage  d'une  courbe 
à  l'autre,  il  est  clair  qu'on  pourra  en  dire  autant  des  expressions  (5). 

Si   l'on   veut  prendre  pour  variable   indépendante   le   rayon   vecteur 
mené  de  l'origine  au  point  {x,y),  les  équations  (j)  et  (4)  deviendront 
respectivement 
{6)  r—y'ix^-^y-), 

X     dx  y    dy 

(7)  '       ^" 


r      d  r  r    d    r 

\      d^  X  y      d"  y  l       (        dx  dy 


r'      \y    dr  dr  I 


T      dr""  r     dr"^ 

et  l'on  tirera  des  formules  (7)  réunies  aux  formules  (2)  et  (3) 

dx     /(x^-l-j')  dy     y'  V{x^  -^-y^) 


dr  ^-t-77  ^"^  ^-*-/^ 

^     d^-x {y-xy'Y^yy"[>c^-^y')       £y_ /'f/— v')'-^y'(^'-H/') 


dr^  (x-H//)'  dr""  {^-H//')' 

Rien  n'empêche  ,  dans  ce  qui  précède  ,  de  supposer  la  variable 
rz=i^[x ,  y)  réduite  à  l'une  des  coordonnées  x ,  y.  Si  l'on  suppose,  par 
exemple,   r -=.  x ,  les  expressions  (5)  deviendront 

I  ,     y  ,      o  ,     y  , 
et  Ton  se  trouvera  immédiatement  ramené  au  premier  théorème. 

Quand  on  prend  pour  variable  indépendante  l'arc  s  renfermé  sur 
chaque  courbe  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  [x,  y) ,  et  quand 
on  suppose  cet  arc  compté  de  manière  qu'il  se  prolonge  dans  le  même 
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sens  pour  les  deux  courbes  au-delà  du  point  de  contact ,   alors  les  équa- 
tions (4)  doivent  ctre  remplacées  par  les  suivantes 

(p)  dx^  -\-  dy-  zzz  ds'  ,         dx  d'  X  -+-  dy  d- y  rzz  o. 

En  combinant  ces  dernières  avelî  les  équations  (2),  on  obtient  les  for- 
mules 


('o) 


J^     .^        ' 

//        _{_        y' 

d  s                          -/[i  -i-y  '  '  ) 
d-  X                                y'   y" 

d  s                        y^  [  1  -+■  y 
d'y                       y" 

ds'     ■■                     (i_H_j,'a)2      ' 

ds^        (i-+-/'^r 

le  double  signe  dtz  devant  être  réduit  au  signe  -\- ,  toutes  les  fois  que 
l'arc  s  croît  avec  l'abscisse  x  ,  et  au  signe  — ,  dans  le  cas  contraire. 
En  ayant  égard  à  cette  remarque,  on  conclura  des  formules  (10)  et  du 
théorème  i.^""  que,  pour  un  point  d'osculation  de  deux  courbes  planes, 
les  quatre  quantités 

/        V                                        d X            d  y            d'  X            d' y 
(il)  ^'    -^'    ^-r->     ^- 


ï 


d  s  d  s  d  s' 

conservent  les  mêmes  valeurs  numériques  et  le  même  signe,  tandis  que 
l'on  passe  de  la  première  courbe  à  la  seconde. 

Lorsqu'on  se  propose  de  décider  si  un  point  commun  à  deux  courbes 
planes  est  un  point  d'osculation  ,  on  peut,  sans  inconvénient,  substituer 
aux  fractions  (5)  ou  (i  i)  les  numérateurs  de  ces  mêmes  fractions,  c'est- 
à-dire  ,  les  différentielles 
(l  2)  dx  ,       dy  ,       d-  X  ,       d- y  ; 

et  l'on  établit  de  cette  manière  la  proposition  suivante. 

2.^  Théorème.  Deux  courbes  planes  étant  repre'sente'es  par  deux  équations 
entre  les  coordonnées  x ,  y ,  pour  savoir  si  ces  deux  courbes  sont  oscuîatrices 
l'une  de  l'autre  en  un  point  donné ,  il  suffira  de  prendre  pour  variable  indé- 
pendante,  ou  une  fonction  déterminée  des  variables  x,y ,  ou  l'arc- s  compté  sur 
chaque  courbe ,  à  partir  d'un  point  fxe  ,  et  d'examiner  si ,  pour  le  point 
donné ,  les  mêmes  valeurs  de 
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(13)  X  ,   y  ,    dx  ,    dy ,    d'-  X  ,    d"- y 

peuvent  être  tirées  des  équations  des  deux  courbes. 

Si,  dans  le  théorème  i  ou  2,  on  suppose  la  seconde  courbe  réduite 
à  un  cercle  dont  l'équation  soit  de  la  ^x\wq 
(i4)  [x-lY-^[y—,Y-=zf, 

les  conditions  propres  à  exprimer  que  le  point  {x ,  y)  est  un  point  d'os- 
culation  suffiront  pour  déterminer  le  rayon  du  cercle  et  les  coordon- 
nées du  centre,  c'est-à-dire,  les  trois  inconnues  ^ ,  n  et  ^.  En  effet,  si 
l'on  prend  x  pour  variable  indépendante,  les  valeurs  de  /,  y ,  y"  tirées 
de  l'équation  finie  de  la  première  courbe  et  de  ses  équations  dérivées 
devront  satisfaire ,  en  vertu  du  théorème  i ."" ,  à  l'équation  finie  du 
cercle  et  à  ses  équations  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre,  c'est- 
à-dire  ,  aux  trois  fi)rmules 

S      (.V  — ^)^H-(; >l)^  =  /^     x^l-^[y  —  r)y—o, 

^'^^     \        I  ^y'^~\-[y  —  r)y"  —  o. 

Lorsqu'on  déduit  de  ces  dernières  formules  les  valeurs  des  trois  incon- 
nues ^,  n  et  ^ ,  on  retrouve,  comme  on  devait  s'y  attendre ,  l'équation 
(5)  de  la  sixième  leçon,  et  les  équations  (8)  de  la  septième. 

Si  l'on  cessait  de  prendre  x  pour  variable  indépendante  ,  alors  l'é- 
quation finie  du  cercle  et  ses  deux  équations  différentielles  du  premier 
et  du  second  ordre  pourraient  être  présentées  sous  la  forme 

j     (-v  — ^r-t-(/  — >i)^  =  /, 
(16)      I     (.V  —  'i^)dx~\-{y  —  r^)dyz=.o, 

(     (.Y  —  %)d-x-\-{y  —  fs)  d^ y ->r- dx'- -^- dy- ^z.  o  , 

et  devraient  être  vérifiées  par  les  valeurs  de  .v,  y,  dx ,  dy,  d"- x ,  d'- y 
tirées  des  équations  de  la  première  courbe.  II  importe  d'observer  que  les 
formules  (i-6)  qui  suffisent  pour  déterminer  les  valeurs  des  inconnues 
^ ,  vi  ei  f  ,  c'est-à-dire  ,  les  coordonnées  du  centre  de  courbure ,  et  le  rayon 
de  courbure  ,  coïncident  avec  les  formules  (  ip)  de  la  septième  leçon. 
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NEUVIÈME   LEÇON. 

Sur  les  divers  Ordres  de  contact  des  Courbes  planes. 


Considérons  deux  courbes  planes  qui  se  touchent  en  un  point 
donné.  Si  du  point  de  contact  comme  centre,  et  avec  un  rayon  infini- 
ment petit,  désigné  par  /,  on  décrit  une  circonférence,  elle  coupera 
les  deux  courbes  en  deux  points  très-voisins  l'un  de  l'autre,  et  le  rap- 
prochement plus  ou  moins  considérable  des  deux  courbes,  à  la  distance  i 
du  point  de  contact,  aura  évidemment  pour  mesure  ia  distance  infini- 
ment petite  comprise  entre  les  deux  points  dont  il  s'agit ,  ou  ,  ce  qui 
revient  au  même  ,  la  corde  de  l'arc  de  cercle  renfermé  entre  les  deux 
courbes.  Ajoutons  que  les  rayons  menés  aux  extrémités  de  cet  arc 
seront  dirigés  suivant  des  droites  qui  formeront  des  angles  très -petits 
avec  la  tangente  commune  ,  d'où  il  résulte  que  l'angle  compris  entre 
ces  rayons  sera  lui -même  une  quantité  très -petite.  Soit  u  ce  dernier 
angle.  L'arc  de  cercle  compris  entre  les  deux  courbes  aura  pour  mesure 
le  produit 
{0  i  Où  , 

et  la  corde  de  cet  arc  sera  équivalente  à 


(2)  2  i  sin 


2. 


Si  les  deux  courbes  changent  <le  forme,  de  telle  manière  que,  se  tou- 
chant toujours  au  point  donné,  elles  se  rapprochent  davantage  l'une  de 
l'autre  dans  le  voisinage  de  ce  point,  les  valeurs  de  l'expression  (2) 
correspondantes  à  de  très -petites  valeurs  de  /  diminueront  nécessaire- 

Liioas  de  AL  Cauchji,  i  ."^  Année.  q 


b 
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ment,  ce  qui- suppose  que  la  fonction  de  /,  représentée  par  u  dimi- 
nuera elle-même.  Si  au  contraire,  en  vertu  du  changement  de  forme, 
le  rapprochement  des  deux  courbes  devient  moindre  ,  les  valeurs  de  « 
correspondantes  à  de  très-petites  valeurs  de;,  croîtront  nécessairement. 
On  peut  donc  affirmer  que,  dans  lé  voisinage  du  point  de  contact,  le 
rapprochement  des  deux  courbes  sera  plus  ou  moins  conside'rable  ,  et  leur 
contact  plus  ou  moins  intime ,  suivant  que  les  valeurs  de  cù  correspondant  à 
de  très  -  petites  valeurs  de  i  seront  plus  ou  moins  grandes.  Ce  principe 
étant  admis,  il  fiiut  évidemment,  pour  se  former  une  idée  des  diverses 
espèces  de  contact  des  courbes  planes ,  rechercher  les  divers  états  de 
arandeur  dans  lesquels  peut  se  trouver  l'angle  infiniment  petit  u  , 
considéré  comme  fonction  du  rayon  /,  Pour  y  parvenir,  il  est  d'abord 
nécessaire  de  généraliser  la  définition  que  nous  avons  donnée  de  l'ordre 
d'une  quantité  infiniment  petite,  dans  l'addition  placée  à  la  suite  des 
leçons  sur  le  calcul  infinitésimal. 

Désignons  par  a  un  nombre  constant,  rationnel  ou  irrationnel;  par  / 
une  quantité  infiniment  petite,  et  par  k  un  nombre  variable.  Dans  le 
système  de  quantités  infiniment  petites  dont  /  sera  la  base ,  une  fonc- 
tion de  /',  représentée  par  /(/'),  sera  un  infiniment  petit  de  l'ordre  a, 
si  la  limite  du  rapport 

(3)  -7— 

est  nulle   pour  toutes  les  valeurs  de   k   plus  petites  que  a,  et  infinie 
pour  toutes  les  valeurs  de  k  plus  grandes  que  a. 

Si  l'on  adopte  cette  définition  ,  et  si  l'on  désigne  par  /;  le  nombre 
entier  égal  ou  immédiatement  supérieur  à  l'ordre  de  la  quantité  infini- 
ment petite  f{i),  le  rapport 

fin 

i" 
sera  le  premier  terme  de  la  progression  géométrique 
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M)        /(/),   ^,   4^,  4^,  &c. 


qui  cessera  d'être  une  quantité  infiniment  petite;  doù  l'on  conclut,  en 
raisonnant  comme  dans  l'addition  ciice,  que /'"'(/)  sera  la  première  des 
fonctions 

(5)        /('■).  /'(o.  /"(o.  r'(o.  &c.... 

qui  cessera  de  s'évanouir  avec  /". 

Quant  au  rapport  ^ 

que  l'on  déduit  de  l'expression  (3)  en  posant  k:z:zd,  il  peut  avoir  une 
limite  finie,  ou  nulle,  ou  infinie.  Ainsi,  par  exemple, 

sont  trois  quantités  infiniment  petites  de  l'ordre  a ,  et  les  quotiens  qu'on 
obtient  en  les  divisant  par  i'^ ,  savoir, 

ont  pour  limites  respectives 

I  ,        o  ,        et       -i-. 

Cela  posé,  on  établira  sans  peine  les  propriétés  des  quantités  infini- 
ment petites  ,  et  en  particulier  les  différens  lemmes  que  nous  allons 
énoncer. 

Lemme  i.  Si,  dans  un  système  (juelcoiitjue ,  l'on  considère  deux  quantite's 
infiniment  petites  d ordres  différens ,  pendant  que  ces  deux  quantités  s'appro- 
cheront indéfiniment  de  léro  ,  celle  qui  sera  d'un  ordre  plus  élevé  finira  par 
obtenir  constamment  la  plus  petite  valeur  numérique. 

Démonstration.  Concevons  que,  dans  le  système  dont  la  base  est  i , 
l'on  désigne  par  I=.f[i)  et  par  J::=.F[i)   deux  quantités  infiniment 
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petites,  la  première  de  l'ordre  a,  la  seconde  de  l'ordre  b;  et  supposons 
a<b.  Si  l'on  attribue  au  nombre  variable  k  une  valeur  comprise  entre 
a  et  l) ,  les  deux  rapports 

/  J 

auront  pour  limites  respectives,  le  premier  -^ ,  le  second,  zéro;  et  par 
suite,  le  quotient  de  ces  rapports,  ou  la  fraction 

J 

aura  une  limite  nulle.  Donc  la  valeur  numérique  du  numérateur  J  dé- 
croîtra beaucoup  plus  rapidement  que  celle  du  dénominateur  /,  et  cette 
dernière  finira  par  devenir  constamment  supérieure  à  l'autre. 

Lemme  2.  Soient  a,  h,  c  ...  les  nombres  qui  indiquent,  dans  un  sys- 
tème déterminé ,  les  ordres  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites ,  et  a  le 
plus  petit  de  ces  nombres.  La  somme  des  quantités  dont  il  s'agit  sera  un  infi- 
niment petit  de  l'ordre  a. 

Démonstration.  Soit  toujours  /  la  base  du  système  adopté.  Soient  de 
plus  /,  J ,  &c. .  .  .  les  quantités  données,  la  première  de  l'ordre  a  ,  la 
seconde  de  l'ordre  b,  &c. . . .  Le  rapport  de  la  somme  /-l-7-f-&c. . . 
à  la  quantité  l,  savoir, 

I  -\ — J — h-  ôcc. .  .  .  ; 

aura  pour  limite  l'unité,  attendu  que  les  termes  -j-  &c auront  des 

limites  nulles.  Par  suite ,  le  produit 

aura  la  même  limite  que  le  rapport 


/ 

-rr-  > 


et,  puisque  ce  dernier  rapport  a  une  limite  nulle  ou  infinie,  suivant 
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qu'on  suppose  k<ci  ou   k>a,  on  pourra  en  dire  autant  du  rapport 

/-4-7.t-&c.... 

Donc  /-f-J— h&c. . .  sera  une  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  a. 

Corollaire.  Les  raisonnemens  par  lesquels  nous  avons  établi  le 
lemme  2,  montrent  évidemment  que,  pour  de  très-petites  valeurs  nu- 
mériques de  /,  la  somme  de  plusieurs  quantités  infiniment  petites,  ran- 
gées de  manière  que  leurs  ordres  forment  une  suite  croissante ,  est 
positive  ou  négative,  suivant  que  son  premier  terme  est  lui-même  posi- 
tif ou  négatif. 

Lemme  3.  Dmis  un  système  quelconque  ,  le  produit  de  deux  quantités 
infiniment  petites  dont  les  ordres  sont  désignés  par  a  et  par  h ,  est  une  autre 
quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  a  -+-  b . 

Démonstration.  Soient  toujours  /  la  base  du  système  que  l'on  consi- 
dère, et  I ,  J  les  quantités  données,  la  première  de  l'ordre  a ,  la  seconde 
de  l'ordre  b.   Les  rapports 

/  J 

z*  z' 

auront  des  limites  nulles,  toutes  les  fois  que  l'on  supposera  k>  a ,  l>b; 
des  limites  infinies  toutes  les  fois  que  l'on  supposera  k>a,  l>b;  et 
l'on  pourra  en  dire  autant  du  produit 

_/ J_ IJ 

Il  en  résulte  évidemment  que  le  rapport 

IJ 

aura  une  limite  nulle  pour  k  -^1  <a-\-b ,  et  une  limite  infinie  pour 
j^_4_/>^_4-(^.  Donc  le  produit  IJ  sera  une  quantité  infiniment  petite 
de  l'ordre  a-^b. 

Nota.  Si  l'un  des  facteurs  /,  J  se  réduisait  à  une  quantité  finie  et 
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cessait   de  s'évanouir  pour   /  zn  o ,   le   produit   serait  évidemment   du 

même  ordre  que  l'autre  facteur. 

Corollaire.  Dans  un  système  quelconque,  le  produit  de  plusieurs  quan- 
tités infiniment  petites  dont  les  ordres  sont  désignés  par  a,  h,  c,  ...  est 
une  autre  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  a-{-h -k-c-\- . . . 

Lemme  4-  ^'  ^''^'^  quantités  infiniment  petites  sont  telles  que ,  lu  première 
e'tiVit  prise  pour  hase ,  la  seconde  soit  de  l'ordre  a ,  et  que ,  la  seconde  étant 
prise  pour  hase ,  la  troisième  soit  de  l'ordre  h ,  celle-ci ,  dans  le  système  qui 
a  pour  base  la  première ,  sera  cfun  ordre  équivalent  au  produit  ab. 

Démonstration.  Soient  /,  I  et.  J  les  trois  quantités  données;  en  sorte 
que  les  deux  rapports 

/  J_ 

7*        '  /' 

aient  des  limites  nulles  quand  on  suppose  à-la-fois  k<  a ,  l  <h ,  et  des 
limites  infinies  quand  on  suppose  à-la-fois  k>a,  l  >  b.  11  est  clair 
que  le  produit 

aura  une  limite  nulle  dans  la  première  hypothèse,  et  une  limite  infinie 
dans  la  seconde.  Il  est  aisé  d'en  conclure  que  le  rapport 


aura  une  limite  nulle  pour   kl<ab,   une  limite   infinie    pour  kl>ab; 
et  par  suite,  que,  si  l'on  prend  /  pour  base,  J  sera  \\\\q  quantité  infi- 
niment petite  de  l'ordre  ab. 

Corollaire  i."  Le  rapport  entre  les  ordres  de  deux  quantités  infini- 
ment petites  J  tt  I  reste  le  même ,  quelle  que  soit  la  hase  du  système 
que  l'on  adopte,  et  ce  rapport  est  équivalent  au  nombre  b  ,  qui  indique 
l'ordre  de  la  première  quantité,  quand  on, prend  pour  base  la  seconde. 
Donc,   si,  après  avoir  déterminé  pour  une  certaine  base   les  ordres  de 
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plusieurs  quantités  infiniment  petites,  on  vient  à  changer  de  base,  les 
*  nombres  qui  indiquent  ces  divers  ordres  croîtront  ou  décroîtront  tous 
à-Ja-fois  dans  un  rapport  donné. 

Corollaire  2/   Si  l'on  suppose,  dans  le  lemme  4>  que  la  quantité  / 

se  réduise  à  la  quantité   /' ,   on  aura  évi<Iemment    ahznz  i  ,    b  ^=:: 

Donc,  si,  dans  le  système  dont  la  base  est  /,  la  quantité  /  est  un  infi- 
niment  petit  de  l'ordre  a,   i  sera  de   l'ordre  —   dans    le    système    qui 

aura  pour  base  la  quantité  /.  Ainsi,  par  exemple,  lorsque  /,  considéré, 
comme  fonction  de  /,  est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  on  peut 
en  dire  autant  de  i  considéré  comme  fonction  de  /. 

Le  second  corollaire  ,  réuni  au  premier  ,  entraîne  évidemment  le 
suivant. 

Corollaire  j.'    Si  deux  quantités   infinimeiit   petites   sont  telles  que, 

l'une  étant   prise   pour  base,  l'autre  soit  du   premier  ordre,   le  nombre 

•     qui  exprimera  l'ordre  d'une  quantité  quelconque  restera  le  même  dans 

les  deux  systèmes  qui  auront  pour  base  les  deux  quantités  données. 

En  revenant  aux  deux  courbes  que  nous  avons  déjà  considérées,  on 

(déduira  immédiatement  du  lemme  i  .^''  et  du  principe  établi  à  la  page  2, 
la  proposition  suivante  : 

1."  Théorème.  Si  deux  courbes  se  touchent  en  un  point  donne'  [P],  et 
^ue  l'on  marque  sur  ces  deux  courbes  deux  points  [Q) ,  [R] ,  situe's  a  la  distance 
infiniment  petite  i  du  point  de  contact ,  le  rapprochement  entre  les  deux  courbes , 
dans  le  voisinage  de  ce  dernier  point ,  sera  d'autant  plus  considérable  que 
l'ordre  de  la  quantité  infiniment  petite  u  ,  destinée  a  représenter  f angle  com- 
pris entre  les  rayons  P  Q,  PR  ,  sera  plus  élevé. 

Démonstration.  En  effet ,  si  la  forme  des  deux  courbes  ou  de  l'une 
d'entre  elles  vient  à  changer,  de  telle  manière  que  l'oidre  de  la  quan- 
tité infiniment  petite  cù  s'élève,  la  valeur  numérique  de  co ,  dans  le  voi- 
sinage du  point  de  contact,  diminuera,  en  vertu  du  lemme  i,",  et  par 
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suite  ie  rapprochement  entre   les  deux  courbes  deviendra  plus  grand 

qu'il  n'était  d'abord. 

Le  théorème  i  .^''  étant  démontré,  il  est  naturel  de  prendre  l'ordre  de 
la  quantité  infiniment  petite  où  ,  considérée  comme  fonction  de  la  base  /., 
pour  indiquer  ce  qu'on  peut  appeler  {'ordre  de  contact  des  deux  courbes 
planes.  Soit  a  cet  ordre.  Puisque  le  rapport 


a  l'unité  pour  limite,  le  produit 


sin  -j  ffl  .       &) 

u  — ; ::=r  2  sin  — 

-  ù>  2. 


sera  encore  une  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  a ,  tandis  que  les 
expressions  (i)  et  (2)  seront,  en  vertu  du  lemme  3  ,  des  quantités  infi- 
niment petites  de  l'ordre  a~\-  i.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

2.^  Théorème.  Lorsque  deux  courbes  se  touchent  en  un  point  donne'  [P] , 
l'ordre  du  contact  est  inférieur  d'une  unité  a  l'ordre  de  la  quantité  infiniment 
petite  qui  représente  la  distance  entre  deux  points  [Q) ,  {P),  situés  sur  les 
deux  courbes ,  également  éloignés  du  point  de  contact,  et  dont  la  distance  à 
ce  point  est  un  infniment  petit  du  premier  ordre. 

II  importe  d'observer  que  la  droite  QR  menée  du  point  [Q)  au  point 
(/?),  étant  la  base  d'un  triangle  isocèle,  et  opposée  dans  ce  triangle 
au  très-petit  angle  co ,  sera  sensiblement  perpendiculaire  aux  rayons 
vecteurs  P(2 ,  FR  ,  et  par  suite  à  la  tangente  commune  aux  deux 
courbes. 

Concevons  maintenant  que  par  les  points  [Q)  et  (/?)  on  mène  deux 
droites  parallèles  dont  chacune  fi)rme  avec  la  tangente  commune  un 
angle  fini  A  De  ces  deux  parallèles ,  l'une  se  trouvera  plus  rapprochée 
que  l'autre  du  point  de  contact.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 
ce  soit  la  droite  menée  par  le  point  [Q)  pris  sur  la  première  courbe, 
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et  que  cette  droite  coupe  la  seconde  courbe  en  [S).  Dans  fe  triangle 
QRS ,  le  côté  RS,  sensiblement  parallèle  à  la  tangente  commune  , 
puisqu'il  représentera  une  corde  dont  les  extrémités  situées  sur  la  se- 
conde courbe  seront  très-voisines  du  point  de  contact,  formera  évidem- 
ment avec  les  côtés  <9  A' ,  QS,  des  angles  finis,  dont  le  premier  diffé- 
rera très-peu  d'un  angle  droit ,  et  le  second  de  l'angle  J^.  Qn  aura  donc, 
en  désignant  par  /  et  J  des   quantités  infiniment  petites , 

_  sin(-f-H/)    _•         sin(^-f-/)  ^ 

De  plus ,  comme  le  rapport  entre  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
{P)  sur  la  droite  QS ,  ou  sur  son  prolongement,   et  le  rayon  vecteur 

PQz=:i,  sera  sensiblement  égal  à   cos  (-^ J\jz=sin  J^,   cette   per- 
pendiculaire pourra  être  représentée  par  un  produit  de  la  forme 
(8)                                  /(sin^Aztê), 

iz  £  désignant  encore  une  quantité  infiniment  petite.  Cela  posé,  ad- 
mettons que,  les  deux  courbes  ayant  entre  elles  un  contact  de  l'ordre  û, 
l'on  considère  le  rayon  vecteur  /comme  infiniment  petit  du  premier 
ordre.  Il  est  clair  que  l'expression  (8)  sera  encore  un  infiniment  petit  du 
premier  ordre,  tandis  que  l'expressioii  (7)  sera  de  l'ordre  û-i-i.  Ajoutons 
que  l'ordre  de  cette  dernière  ne  variera  pas  \_voyez  le  3.^  corollaire  du 
lemme  4  ]  si  l'on  prend  pour  base  l'expression  (8),  ou  une  quantité 
telle  que  l'expression  (8)  reste  infiniment  petite  du  premier  ordre.  Ces 
remarques  suffisent  pour  établir  un  nouveau  théorème  que  nous  allons 
énoncer. 

3  .^  Théorème.  L'ordre  de  contact  de  deux  courbes  /jiii  se  touchent  eu 
un  point  donne'  [P)  est  inférieur  d'une  unité'  à  l'ordre  de  la  distance  infi- 
tiiment  petite  comprise  entre  les  points  ((2).  [■S),  où  les  deux  courbes  sont 
rencontre'es  par  une  sécante  qui  forme  un  angle  fini  et  sensiblement  digèrent 
Ae  léro  avec  la  tangente   commune  ,   dans  tout  système  où   la  distance  du 

Leçons  Je  M.  Cauchy.  i  ."^  Année,  p_ 
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point  de  contact  a  la  sécante  dont  il  s'agit  est  un  infiniment  petit  du  premier 
ordre. 

Si  les  deux  courbes  sont  représentées  par  deux  équations  entre  des 
coordonnées  rectangulaires  x ,  y ,  et  si  la  tangente  commune  n'est  pas 
parallèle  à  l'axe  des  y ,  alors,  en  supposant  la  sécante  parallèle  à  ce 
même  axe,  on  déduira  du  théorème  3   la  proposition  suivante  : 

4.*  Théorème.  Pour  obtenir  l'ordre  de  contact  de  deux  courbes  planes 
^uî  se  touchent  en  un  point  où  la  tangente  commune  n'est  pas  parallèle  à 
l'axe  des  y  ,  il  suffit  de  mener  une  ordonnée  très-voisine  du  point  de  contact ,  et 
de  chercher  le  nombre  qui  représente  l'ordre  de  la  portion  infiniment  petite 
d'ordonnée  comprise  entre  les  deux  courbes ,  dans  le  cas  où  l'on  considère  la 
distance  du  point  de  contact  à  l'ordonnée  comme  infiniment  petite  du  premier 
ordre.  Ce  nombre ,  diminué  d'une  unité ,  indique  l'ordre  de  contact. 

Corollaire  //''   Soient 

(p)  /=/(-■).      y=^F[x) 

les  équations  des  deux  courbes  planes.  Elles  auront  un  point  corres- 
pondant à  une  valeur  donnée  de  .y,  et  en  ce  point  une  tangente  com- 
mune, non  parallèle  à  l'axe  des  7,  si,  pour  la  valeur  donnée  de  x  , 
\q?>  équations  des  deux  courbes  fournissent  des  valeurs  égales  et  finies , 
non-seulement  de  l'ordonnée  y ,  mais  encore  de  sa  dérivée  y  ,  en  sorte 
que  les  équations 

(10)  f[x)=.F{x) 

et 

(M)  /'(.v)r=:r(.v) 

soient  vérifiées,  et  que  les  deux  membres  de  chacune  d'elles  conservent 
des  valeurs  finies.  Dans  cette  hypothèse ,  la  différence 

(la)  F{x)-f{x), 

qui  s'évanouira  pour  la  valeur  de  v  relative  au  point  commun,  deviendra 
infiniment  petite  quand  ,v  recevra  un  accroissement  infiniment  petit; 
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et  si  I  on  considère  cet  accroissement  comme  étant  du  premier  ordre  , 
l'ordre  de  la  quantité  infiniment  petite  qui  représentera  la  nouvelle 
valeur  de  F{x) — f{x),  surpassera  d'une  unité  l'ordre  de  contact  des  deux 
courbes. 

Corollaire  2.^  Si  les  deux  courbes  se  touchent  en  un  point  de  l'axe 
des/,  mais  sans  avoir  cet  axe  pour  tangente  commune,  il  suffira,  d'après 
ce  qu'on  vient  de  dire,  pour  déterminer  l'ordre  du  contact,  de  chercher 
le  nombre  qui  indiquera  l'ordre  de  la  différence 

^(■v)-/(-v). 
en  considérant  l'abscisse  .v   comme  une   quantité  infiniment  petite   du 
premier  ordre,  et  de  diminuer  ce  nombre  d'une  unité.  En  opérant  ainsi , 
on  reconnaîtra  que  les  paraboles 

(13)  7  =  -^%  J=V5, 

ont  à  l'origine  des  coordonnées  un  contact  du  premier  ordre  ,  tandis 
qu'au  même  point  les  deux  courbes 

(i4)  7  =  A-"-,        /zr^.v"-^ 

auront  un  contact  de  l'ordre  ;; ,  et  les  deux  courbes 


4  5 


(15)  j  =  .vS  y^zzx^, 

un  contact  de  l'ordre  -\ i  !=:-{-. 

Corollaire  ^.'  Supposons  que  les  courbes  (p)  aient  un  point  commun 
correspondant  à  l'abscisse  .v,  et  en  ce  point  june  tangente  commune 
non  parallèle  à  l'axe  des  y .  avec  un  contact  de  l'ordre  a.  Soit  d'ailleurs 
n  le  nombre  entier  égal  ou  immédiatement  supérieur  à  a,  La  différence 

(12)  F{x)-f[x) 

sera  nulle  ;   et  si  l'on  désigne  par  i  un  accroissement  infiniment  petit 

du  premier  ordre  attribué  à  l'abscisse  x ,  l'expression 


n2 


3 
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{ï6)  Fix-^})—f{x-^-i) 

sera  [en  vertu  du  corollaire  i-^'],  un  infiniment  petit  de  l'ordre  <2-|-i. 
Or,  les  dérivées  de  cette  expression  par  rapport  à  /  étant  respectivement 

F'{x-^i)-f'{x-^i),   r(.v^-/)-/"(.v-^/).    &c.... 

il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  [page  4]  que 

F'"-^'^{x-hi)  —/*'""*■  "(.v  +  O 

sera  la  première  des  expressions 

^(^'-^')-/(-v+').  r(.v+/)-/'(^^-0.  fix-^o-fix-^i),  &c... 

qui  cessera  de  s'évanouir  avec  /.  En  d'autres  termes , 

sera  la  première  des  différences 

F[x)~f{x),   F\x)-f'[x),   F"{x)-f'{x),   &c.;. 

qui  obtiendra  une  valeur  différente  de  zéro.  On  aura  donc  pour  le  point 
commun 

(17)        F{x)=f{x)  ,     F'ix)=:/'{X)  .     F"{x)=r{x)  ,  ...  F^''-'{x)=:f-'{x). 

Par  conséquent ,  lorsque  deux  courbes  se  touchent  en  un  point  où  la 
tangente  commune  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  y,  non -seulement 
pour  le  point  dont  il  s'agit  l'ordonnée  y  et  sa  dérivée  /  ne  changent 
pas  de  valeur  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la  seconde,  mais 
il  en  est  encore  de  mêi^ie  des  dérivées  successives  y",  y" ,  ...  ,  jusqu'à 
celle  dont  l'ordre  coïncide  avec  le  nombre  entier  égal  ou  immédiate- 
ment supérieur  à  l'ordre  du  contact. 

Corollaire  ^.'  Si ,  les  deux  courbes  ayant  un  contact  de  l'ordre  a,  la 
tangente  commune  devenait  parallèle  à  l'axe  des  y,  alors ,  en  attribuant 
à  l'abscisse  du  point  de  contact  un  accroissement  infiniment  petit  du 
premier  ordre ,  on  ne  trouverait  pas  généralement  pour  la  valeur  cor- 
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respondante  de  la  différence  -^(v)— /(.v)  un  infiniment  petit  de  l'ordre 
<ri  H- I .  Néanmoins  on  pourrait  encore  déterminer  l'ordre  du  contact 
par  la  méthode  dont  nous  avons  fait  usage,  pourvu  que  l'on  substituât 
la  variable  j  à  la  variable  .v,  et  réciproquement.  Ainsi,  par  exemple, 
pour  montrer  que  les  deux  courbes 


î  + 


(18)  y  =  xU  }'=x', 

qui  touchent  à  l'origine  de  l'axe  des  /,  ont  en  ce  point  un  contact  de 
l'ordre  -^ ,  il  suffira  d'observer  que  leurs  équations,  résolues  par  rap- 
port à  .V ,  prennent  tes  formes 

+  i 

et  que  la  différence  ^+  — y'   est  un  infiniment  petit  de  l'ordre 

4  4 

quand  on  considère  y  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre» 
Quant  à  la  différence  F{x)~-f[x),  elle  se  réduit,  dans  cet  exemple,  à 


«  ? 

s    V  + 


X 

et  lorsque  l'on  considère  x  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre, 
elle  est  une  quantité  infiniment   petite,  non   plus  de  l'ordre—»  mais 

de  l'ordre  —  seulement. 

Corollaire  jj  Lorsque  la  tangente  commune  n'est  pas  parallèle  à  l'axe 
des/,  et  que  l'ordre  de  contact  est  un  nombre  entier,  il  suffit,  pour 
déterminer  cet  ordre ,  de  chercher  quelle  est  la  dernière  des  équations 

(ip)  f{x)=.F[x),f'[>c)  =  F'{x),  f"{x)  =  F"{x),    &c... 

qui  se  trouve  vérifiée  par  l'abscisse  du  point  de  contact.  L'ordre  des 
dérivées  comprises  dans  cette  dernière  équation  sera  précisément  le 
nombre  demandé. 
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Pour  établir  le  3.^  théorème,  il  n'est  pas  nécessaire  de  supposer  que 
la  sécante  menée  à  une  distance  infiniment  petite  du  point  de  contact 
des  deux  courbes  données  reste  parallèle  à  elle-même  pendant  que 
cette  distance  diminue;  il  suffit  que  l'angle  formé  par  cette  sécante  avec 
la  tangente  commune  ne  devienne  pas  infiniment  petit  et  converge  vers 
une  limite  finie  différente  de  zéro.  C'est  ce  qui  arrivera ,  par  exemple , 
si  la  sécante  dont  il  s'agit  passe  par  les  extrémités  de  deux  longueurs 
éc^ales  et  infiniment  petites  portées  sur  les  deux  courbes  à  partir  du  point 
de  contact.  Dans  ce  cas  particulier,  l'angle  fiarmé  par  la  sécante  avec 
la  tangente  commune  aura  pour  limite  un  angle  droit.  Il  est  aisé  d'en 
conclure  que  la  distance  du  point  de  contact  à  la  sécante  sera  un  in- 
finiment petit  du  même  ordre  que  chacune  des  longueurs  ci -dessus 
mentionnées.  Cela  posé,  on  déduira  immédiatement  du  3.^  théorème 
la  proposition  suivante  : 

5.^  Théorème.  Pour  obtenir  l'ordre  de  contact  de  deux  courbes  tjui  se 
touchent  en  un  point  donne',  il  suffit  de  chercher  le  nombre  qui  représente  l'ordre 
de  la  distance  infiniment  petite  comprise  entre  les  extrémités  de  deux  lon- 
gueurs égales  portées  sur  les  deux  courbes  a  partir  du  point  de  contact ,  dans 
le  cas  oïl  ces  mêmes  longueurs  deviennent  infiniment  petites  du  premier  ordre. 
Le  nombre  dont  il  s'agit ,  diminué  d'une  unité ,  indique  toujours  l'ordre  du 
contact. 

Corollaire  i."  Soit  /  la  quantité  infiniment  petite  qui  représente 
chacune  des  deux  longueurs.  Désignons  en  outre  par  x,y  Q\.^,-t\  les 
coordonnées  des  points  auxquels  ces  longueurs  aboutissent  sur  la  pre- 
mière et  la  seconde  courbe,  et  par 

(20)  ^—^{[x-lY^[y-^Y-\ 

la  longueur  de  la  droite  menée  du  point  (^,1)  au  point  {x,y).  Si  l'on 
considère  i  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre  ,  et  si  l'on 
appelle  a  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes,  la  distance  is',  comprise 
entre  les  deux  points  {^x,y)  et  (^,  >i) ,  sera  [en  vertu  du  5.^  théorème] 


i 
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un  infiniment  petit  de  l'ordre  u -+~  \ .  Par  suite,  le  carré  de  cette  dis- 
tance ,  ou  la  somme 

(21)  {^•  —  ^Y  -H  [y  —  y^Y. 

sera  un  infiniment  petit  de  l'ordre  2[a-{-i);  ce  qui  exige  que  les 
deux  diffcrences 

(22)  .V  — ^,        /  — « 

soient  de  l'ordre  û-i-i  ;  ou  que  du  moins  l'une  soit  de  cet  ordre,  l'autre 
étant  d'un  ordre  plus  élevé.  On  arriverait  à  la  même  conclusion  en 
observant  que  les  valeurs  numériques  des  expressions  (22)  représentent 
les  projections  de  la  distance  i<  sur  les  axes  des  x  et  des  y.  En  effet ,  il 
est  aisé  de  reconnaître  c^uu/ie  distance  wjiiiimeiit  petite  et  ses  projections  sur 
les  axes  coordonne's  sont  en  général  des  quantités  de  même  ordre.  Seulement , 
l'ordre  de  la  projection  sur  l'un  des  axes  peut  surpasser  l'ordre  de  la  distance , 
dans  le  cas  où  celle-ci  devient  s.nsihlement  parallèle  à  l'autre  axe.  Mais  il 
est  clair  que  cette  dernière  condition  ne  saurait  être  remplie  à-la- fois 
pour  les  deux  axes  des  .v  et  des  y. 

Corollaire  2.'  Conservons  les  mêmes  notations  que  dans  le  corollaire 
précédent.  Soit  toujours  a  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes  données , 
et  désignons  par  n  le  nombre  entier  égal  ou  immédiatement  supérieur 
à  a.  Puisque,  la  quantité  /  étant  regardée  comme  infiniment  petite  du 
premier  ordre,  les  deux  différences 

(22)  X  —  ^  ,       >-  —  -^ 

doivent  être  Tune  et  l'autre  de  l'ordre  a~\-\  ,  ou  l'une  de  cet  ordre  eé 
l'autre  d'un  ordre  plus  élevé,  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  ci -dessus 
[page  4]  que,  si  l'on  prend  /  pour  variable  indépendante,  les  expres- 
sions 


X  — ^, 


d{x  —  l)  d^x—^)  H'(x—^) 


■  y 


y  ^'  di  '  di^  *■ ••  dT^ 
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s'évanouiront  avec  / ,  tandis  que  chacune  des  dérivées 

(m)  —^r-^'       '  ^i-   •     ' 

ou  du  moins  l'une  d'entre^lies,  cessera  de  s'évanouir  pour  irzo.  Soient 
d'ailleurs  j  et  4  les  arcs  renfermés,  i."  entre  un  point  fixe  de  la  pre- 
mière des  courbes  données  et  le  point  mobile  {x,)')  ;  2.°  entre  un 
point  fixe  de  la  seconde  courbe  et  le  point  (^,  n).  Comme  les  trois 
variables  i ,  s  et  ç  différeront  entre  elles  de  quantités  constantes,  on  aura 

(25)  di  z=  ds  :=:  dç.  ; 

et  l'on  pourra  prendre  pour  variable  indépendante ,  quand  il  s'agira  de 
la  première  courbe  ,  s  au  lieu  de  i  ;  quand  il  s'agira  de  la  seconde 
courbe,  ç  au  lieu  de  /-  Cela  posé,  les  expressions  (23)  et  (24)  devien- 
dront respectivement 


{z6) 


et 


y         dx  dl         d'x    d--l  d'  X    ^^ 

■^ *~ ^  '   ~dl  lu  '  ~T7         dç-  ' ~d7~        d ç"  ' 

d  y  dn        d' y  d^  >t  d' y  d"  rt 

•'  ds  d  i        ds^  ds  d  ç 


d"*'  l  d'*'  y 


(^7)  ds'*'     "        dç"*'     '         d  s"*'  d  ç"*' 

En  éo^alant  les  expressions  (26)  à  zéro,  on  formera  les  équations 


^_  dl   dx        d'I    d'-x  d"  l   d^ 

j   ^~^'1l1  —  TT''  TF      77"' d  c        ds' 

V-°l     \  dvi    dy        d'Y,  d'y  d'  n   d"y 

"^  —y.'~d7  TT'  TF ds"-   ' dç"  ds" 


qui  devront  toutes  se  vérifier  pour  le  point  de  contact  des  courbes 
proposées,  tandis  que,  pour  le  même  point,  chacune  des  expressions 
(27),  ou  au  moins  l'une  d'entre  elles,  obtiendra  une  valeur  différente 
de  zéro.  Si  maintenant  on  observe  qu'on  peut ,  sans  inconvénient  « 
substituer ,  quand  il  s'agit  de  la  seconde  courbe  ,  les  ieUres  x ,  y  et  s 
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aux  lettres  ^,  v)  et  <;,  on  arrivera  immédiatement  au  théorème  que  nous 
allons  énoncer. 

6.^  Théorème.  Etant  proposées  deux  courbes  (jiii  se  touchent  en  un  point, 
si  l'on  considère  les  coordonnées  x,  y  de  chacune  d'elles  comme  des  fonctions 
de  l'arc  s  pris  pour  variable  indépendante ,  et  si  l'on  suppose  cet  arc  compte' 
de  telle  manière  qu'il  se  prolonge  dans  le  même  sens  pour  les  deux  courbes 
au-delà  du  point  de  contact ,  non-seulement ,  pour  le  point  dont  il  s'agit ,  les 

variables  x ,  y,  et  leurs  dérivées  du  premier  ordre  —^>   —-—    ne  changeront 

^  J  d  s  d  s     '>  Cl 

pas  de  valeurs  dans  le  passage  de  la  première  courbe  h  la  seconde ,  mais  il 

j  A  I         ]  ■  ■     '  ■  d'  X      dl  X  d'^  y      d>  y 

en  sera  encore  de  même  des  dérivées  successives  -;— •>  -, —  5   ...  ----,  — ->... 

ds        d  s^  d  s^      d  s'> 

jusqu'à  celles  dont  l'ordre  sera  indiqué  par  le  nombre  entier  égal  ou  immé- 
diatement supérieur  à  l'ordre  du  contact.  Celles-ci  seront  les  dernières 
qui  rempliront  la  condition  énoncée  ;  en  sorte  que  les  deux  suivantes  , 
ou  au  moins  l'une  des  deux,  changeront  de  valeur,  quand  on  passera 
d'une  courbe  à  l'autre. 

Corollaire  iJ^  Si  les  deux  courbes  ont  entre  elfes  un  contact  de  l'ordre  n, 
n  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  alors,  dans  le  passage  de 
la  première  courbe  à  la  seconde,  chacune  des  quantités 

y 

conservera  la  même  valeur  pour  le  point  de  contact ,  tandis  que  cha- 
cune des  deux  dérivées 

(30)  "TT— '       -77^' 

ou  au  moins  l'une  des  deux,  prendra  une  valeur  nouvelle. 
Corollaire  2.'   Soit  - 

(31)  r=Hx,y) 

Ltfons  de  Al,  Cauchy.   i ."  Année.  g 


dx 

d^x 

d'x 

ds      ' 
dy 

d  s'     "••••' 

d'  y 

ds^      '    '■•■ 

•  •  •      ds" 

d-y 

•  •  '      ds" 
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une. fonction  quelconque  des  deux  variables  x ,  y.  Si  ion  considère  ces 
variables  elles-mêmes  comme  des  fonctions  de  s ,  propres  à  représenter 
les  coordonnées  de  la  première  ou  de  la  seconde  courbe,  r  deviendra 
pareillement  fonction  de  s ,  et  l'on  trouvera 

dr    d^{x,y)       dx  d^{x,y)        dy 

d  s  d  X  d  s  d  y  d  s 

d^  r   d^(x,y)       d^  x  d§{x,y)       d'y 


d  s'-  dx  d  s'  dy  d  s^ 

(32)     /  d'^{x,y)     dx' d'^jx^y)      dx      dy  d'ê{x,y)     dy' 

~^         dx'  ds'  dx  dy        ds      ds  dy'  d  s'    ' 

&C 

d"  r  __    d§{x,y)     d"  X      ^       d^[x,y)       d'y     _^  ^^ 

d  s"  dy  d  s"  dy  d  s" 

Or,  de  ces  dernières  équations,  jointes  au  premier  corollaire,  il  résulte 
évidemment  que  ,  si  les  deux  courbes  proposées  ont  entre  elles  un 
contact  de  l'ordre  //,  chacune  des  quantités 

_^  .       dr  _d.f{x,y)       d'y   _d'ê{x,y)  d' r  _d"§{x,y) 

[II)       r  —  é[x,y),-jj-      ^^      'Vl^-     ds'      '-'dT^-      ds" 

conservera  la  même  valeur  pour  le  point  de  contact ,  dans  le  passage 
de  la  première  courbe  à  la  seconde.  C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple , 
si  l'on  prend  pour  r  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  {x ,  y), 
et  déterminé  par  la  formule 

(34)  r—^[x'--^y^). 

Ajoutons  que  la  dérivée  • 

d'-^r     _     d"-^S{x.y) 

déterminée  par  l'équation 

(36)        -77^  —       d  X       17^  -^ Ty jT^n- -+- &c. . . , 

changera  ordinairement,  de  valeur  ,  quand   on   passera  de   la  première 
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courbe  à  la  seconde,  parce  que  chacune  des  expressions  {30)  ,  ou  au 
moins  l'une  des  deux ,  prendra  une  valeur  nouvelle.  Néanmoins  le 
contraire  pourrait  avoir  lieu  dans  certains  cas  particuliers,  par  exemple, 
si  les  valeurs  de  .v  et  y  relatives  au  point  de  contact  réduisaient  à 
zéro,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (36),  les  coefficiens  des 
expressions  (30) ,  savoir, 

^37J  — T^ — '      —Ty — ' 

ou  du  moins  le  coefficient  de  celle  dont  la  valeur  changerait.  La  même 
remarque  s'applique  aux  dérivées 

/      ON  d'*'r  d'-^r  - 

13  Oj  ^^n-..       »  ^^.-.i        >  &C,  ... 

Si ,  pour  fixer  les  idées,  on  considère  les  deux  courbes" 

(13)  y=zx',        y^:^x\ 

qui  se  touchent  à  l'origine,  et   si  l'on  prend 

{39)  r=x'-{-/, 

on    reconnaîtra  que,  pour  le  point   de  contact,    non  -  seulement   r   et 

—. —  »  mais  encore  — ; —  ,  conservent  les  mêmes  valeurs  dans  le  passage 

as  as-  1  i.» 

d'une  courbe  à  l'autre ,  quoique  le  contact  soit  du  pi;emier  ordre  seu- 
lement. 

Corollaire  j.'  Concevons  maintenant  que  l'on  veuille  prendre,  au  lieu 
de  s,  r:^=.^[x,  y)  pour  variable  indépendante.  Alors  on  pourra  con- 
cevoir que,  les  coordonnées  x,y  étant  toujours  fonctions  de  s,  j>  de- 
vienne fonction  de  r  ;  et  l'on  tirera  de  l'équation  (31),  différenciée 
plusieurs  fois  par  rapport  à  r , 

S' 
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dS{x,y)      ds 

d  s  d  r 

dg{x,y)       d^s  d'^jx.y)   (  ds  Y 


■m 


"  ds  dr^  ds' 

.    s      !  dÉ{x,y)      d^s       ^     ^    d'S(x,y)     ds     d^  s  d^J(x^  I  d  s  Vi 

^^  M     °—      ds      771  ~^ 3      ds'       dr~d7~^~J?      V77J  ' 


&C. 


c 


d  s  d  r 


Or,  des  formules  {\o) ,  réunies  au  corollaire  2,  il  résulte  évidemment 
que,  si  les  deux  courbes  proposées  ont  entre  elles  un  contact  de  l'ordre 
n ,  les  quantités 

,  ,     ,  d  s  d'-  s  d^  s  ç  d"  s 

(40  -Z7'    -71^'    -TrT'    ^^■'•-    -J7- 

conserveront  les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de  contact  ,  quand 
on  passera  de  la  première  courbe  à  la  seconde.  En  substituant  ces  valeurs 
dans  les  équations 

dx    dx     ds  d  y    dy     ds 

dr  ds      dr  dr  ds     dr 

d' X  dx     d' s  d'  X  /  d  s  Y  d'y  dy     d' s  d'y 


(4^) 


d^xfdsY       ^  y '^y  ""'  -f        'i'y  l  '^^  Y 

dl^\77)    '  dr'  17 'dr'  ds'    [171 


d  r'  d  s     d  r' 

&C.  .  .  .  &C..  .  . 

'""  '"    '"'      •    &c....  4^  =  J^/l -^  H- &c. 


dr"    ds     dr"  dr"  d  s      d  r" 

et  ayant  égard  au  corollaire  i.^"", on  parviendra  aux  conclusions  suivantes. 
Si  les  deux  courbes  proposées  ont  entre  elles  un  contact  de  l'ordre  /;, 
et  si  l'on  prend   vz=.^[x  ,y)  pour  variable  indépendante,  jion- seule- 
ment les  coordonnées  x,y,  mais  encore  leurs  dérivées,   jusqu'à  celles 
de  Tordre  n  ,  savoir , 

(43) 


dx 

d'  X 

d^x 

d"  x 

dr    * 

dr'    ' 

^drT'     ••• 

'  '       dr^ 

dy 
dr    ' 

d'y 
dr'    ' 

d'y 

dr^    '     •  •  • 

d'y 
■   ■        dr" 
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conserveront  les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de  contact ,  quand 
on  passera  de  la  première  courbe  à  la  seconde.  II  est  donc  permis  de 
substituer  à  la  variable  s,  dans  le  corollaire  i  .^'' ,  la  variable  r,  lice 
par  une  équation  finie  quelconque  aux  deux  coordonnées  x ,  y.  Seule- 
ment ,  après  cette  substitution ,  l'on  ne  pourra  pas  affirmer  que ,  pour 
le  point  de  contact,  l'une  au  moins  des  deux  dérivées 

d        X  d       y 


j 


d  r  d  T 

change  de  valeur  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la  seconde. 

Corollaire  ^.'^  Supposons  que  ,  l'ordre  du  contact  des  deux  courbes 
données  étant  égal  à  n ,  l'on  prenne  toujours  r  pour  variable  indépen- 
dante ,  et  que  l'on  désigne  par 

p  ,     q  .      &c 

de  nouvelles  fonctions  des  coordonnées  x ,  y.   On  aura 

dp     dp        dx 

d  r  d  X        d  r 

d-  p    dp      d'  X 


d  r'-  d  X      d  r=- 


d  x^      d  r-  dx  dy    d  r       d  r  dy^       d  r' 


dp 

dy 

dy 

dr      ' 

dp 

dy 

d^y 
■    dr'-' 

d' 
^dx 

p      d  X 
dy    d  r 

dy 
dr 

&c 

d"  p     d  p      d"  X  dp       d" y 


&C. 


dr"       ■  d  X      dr"  dy       d  r" 

et,  comme  les  expressions  [4:})  conserveront  les  mêmes  valeurs  rela- 
tives au  point  de  contact  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la 
seconde,  il  est  clair  qu'on  pourra  en  dire  autant,  non -seulement  des 
fonctions   dérivées 

(■i5J  -77  '      -ZP"'    -77^' 

dont  les  valeurs  seront  déterminées  par  les  formules  [i^) ,  mais  encore 
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des  différentielles 

(46)  dp,       d' p ,      d"  p. 

On  arriverait  à  des  conclusions  semblables  en  substituant  ia  fonction 
^  à  la  fonction  p.  Enfin  on  pourrait  échanger  entre  elles  les  fonctions 
p,  q  ,  r,  ...  de  toutes  les  maHières  possibles,  et  affirmer,  par  exemple, 
que,  dans  le  cas  où  le  contact  est  de  Tordre  //,  les  dérivées 

.  d  r  d'  T  d'  r 

(47)  Tf'    -rp-'  -rp' 

prises  par  rapport  à  ia  variable  p  considérée  comme  indépendante  ,  et 
les   différentielles 

^^       .  \     dr.       d^  r,      d"  r, 

prises  par  rapport  à  la  variable  q  considérée  comme  indépendante  , 
conservent  les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de  contact ,  tandis 
qu'on  passe  d'une  courbe  à  l'autre. 

Corollaire  j/  Rien  n'empêche  de  supposer  ,  dans  les  corollaires  2  et  3, 

r  zzz  X. 

Alors  celles  des  expressions  (43)  qui  renferment  la  variable  x  se  ré- 
duisent, la  première  à  l'unité,  les  autres  à  zéro,  et  celles  qui  renfer- 
ment y  deviennent  respectivement 


{49) 


dy           d^  y       ■    di  y  d"  y 

dx    '       dx^    '       dx'>    ' ~dlF 


Donc-,  si  les  deux  courbes  proposées  ont  entre  elles  un  contact  de 
l'ordre  //,  et  si  l'on  prend  x  pour  variable  indépendante,  non -seule- 
ment l'ordonnée  y,  mais  encore  ses  dérivées  successives  jusqu'à  celle 
de  f ordre  v ,  conserveront  les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de 
contact ,  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la  secondé.  Ajoutons 
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que  ,  dans  ce  passage  ,  la  de'rivée  de  l'ordre  «  -4-  i  et  les  suivantes 
prendront  ordinairement  des  valeurs  nouvelles.  Ne'anmoins  le  contraire 
pourrait  avoir  lieu  dans  certains  cas  particuliers.  Ainsi ,  par  exemple  , 
si  l'on  considère  les  deux  courbes 

(50)  x:=y',        x=f, 

qui  se  touchent  à  l'origine  des  coordonnées  et  qui  ont  l'axe  des  y  pour 
tangente  commune,  on  reconnaîtra  que,  pour  le  point  de  contact,  cha- 
cune des  quantités 

dy  d'y         d^  y 


>    —r—r  ' 


d  X  d  x'  d  xi 


,    Sic. 


conserve  la  même  valeur  dans  le  passage  d'une  courbe  à  l'autre  ,  savoir, 
la  quantité  y  une  valeur  nulle ,  et  chacune  des  dérivées  —/-  j  —r^  »  &c. ,. 

■^  a  X  d x' 

une  valeur  infinie  ,  quoique  le  contact  soit  du  premier  ordre  seule- 
ment. 

Lorsque  la  tangente  commune  aux  deux  courbes   données  ne  coïiî- 

d'^  V 

citle  pas  avec  l'axe  des  _y  ou  avec  une  parallèle  à  cet  axe ,  —r—  est  la 
dernière  des  dérivées  de  /  qui  conservent  les  mêmes  valeurs  pour  les 
deux  courbes  [voyei  le  corollaire  5  du  4-*  théorème],  et  par  suite  la 
dérivée  de  l'ordre  «  H—  i  ,  savoir  , 

dx"*'      ' 

change  nécessairement  de  valeur  dans  le  passage  d'une  courbe  à  l'autre. 

Corollaire  (fJ  Deux:  courbes  qui  ont  entre  elles  un  contact  du  second 
ordre  ,  ou  d'un  ordre  plus  élevé  ,  sont  toujours  osculatrices  l'une  de 
l'autre,  puisqu'elles  doivent  fournir  les  mêmes  valeurs  de  y,  y ,  y"  rela- 
tives au  point  de  contact ,  dans  le  cas  où  l'on  choisit  l'abscisse  x  pour 
variable  indépendante.  Réciproquement  ,  deux  courbes  osculatrices  , 
d  vant  satisfaire  à  cette  condition,  quelle  que  soit  la  droite  que  l'on 
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prenne  pour  axe  des  .y,  ont  nécessairement,  au  point  d'osculation,  un 
contact  du  second  ordre,  ou  d'un  ordre  supérieur  à  2, 

En  terminant  cette  leçon  ,  nous  ferons  observer  que  les  théorèmes 
A  et  6 ,  avec  leurs  ditférens  corollaires  et  ceux  du  théorème  5  ,  conti- 
nuent évidemment  de  subsister  dans  le  cas  où  l'on  désigne  par  x ,  )/ , 
non  plus  des  coordonnées  rectangulaires  ,  mais  des  coordonnées  obliques. 
Seulement,  les  formules  (20)  et  {^i)  devront  alors  être  remplacées  par 
les  deux  suivantes , 

(51)  ^z=^[{x-^Y-h{y-r^y-^2{.x-h){y-v)cos^], 

(52)  r :=  1/ [x'' -\- y- -h  2 X y  cos  S^]  , 

et  l'expression  (21)  par  la  somme 

j         {x-^Y-^{y-TnY~h2[x-^){y-yt)cosJ^ 
\  =  [j-»i  -+-  (-v-^)  cos  J\]»  -t-  [(at-^)  sin  J\]*  , 

J\  représentant  l'angle   compris  entre  les  demi -axes  des  coordonnées 
positives. 
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DIXIEME  LEÇON. 

Sur  /es   diverses  espèces  de  coniact  que  peuvent  offrir  deux    Courues 
planes    représentées   par  deux.    Equations  dont   l'une    renferme   des 
Constantes  arbitraires.  Points  de  contact  dans  lesquels  deux  Courbes 
planes  se  traversent  en  se  touchant. 


Considérons  deux  courbes  pfanes  représentées  par  deux  équations 
entre  des  coordonnées  x ,  y,  rectangulaires  ou  obliques;  et  supposons 
que,  la  forme  et  la  position  de  fa  première  courbe  étant  complètement 
déterminées ,  la  forme  et  la  position  de  la  seconde  puissent  varier  avec 
les  valeurs  de  plusieurs  constantes  arbitraires  a,  h ,  c ,  ...  comprises 
dans  son  équation.   Soient 

(0  f[x,y)  =  o 

l'équation  de  la  première  courbe,   et 

(2)  F  [x ,  y ,  a,  h ,  c  .  .  .)  ^=1  o 

l'équation  de  la  seconde.  Concevons  ,  de  plus  ,  que  l'on  prenne  l'ab- 
scisse .V  pour  variable  indépendante,  et  que  l'on  choisisse  sur  la  première 
courbe  un  point  (v,^')  dans  lequel  la  tangente  ne  soit  pas  parallèle  à 
l'axe  des  x.  On  pourra  disposer  des  constantes  arbitraires  a,  h ,  c  ...  , 
ou  de  quelques-unes  d'entre  elles ,  de  manière  que  les  valeurs  de  plu- 
sieurs termes  consécutifs  de  la  suite 

(3)  >'  y' >  ;■"'  y'" '  &c 


restent  les  mêmes  ,  pour  l'abscisse  ,v ,  dans  le  passage  de  la  première 

Leçons  de  M.  Cauchy,    i  .'♦  .\iméc.  2* 
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courbe  à  fa  seconde.  Alors  la  seconde  courbe  renferniera  le  point  {x,r) 
de  Ja  première,  et  aura  en  ce  point  avec  elle  un  contact  dont  l'ordre 
sera  inférieur  d'une  unité  au  nombre  des  termes  qui  n'auront  pas 
changé  de  valeurs.  Soit  maintenant  h  le  nombre  des  constantes  a ,  l^ , 
c,  ...  Comme  on  établit  entre  elles  une  équation  de  condition  toutes 
les  fois  qu'on  égale  les  deux  valeurs  d'un  terme  de  la  série  (3)  rela- 
tives aux  deux  courbes,  il  est  clair  que  ces  constantes  seront  toutes 
déterminées  si  l'on  assujettit  les  //  premiers  termes  de  la  série  à 
conserver  les  mêmes  valeurs  dans  le  passage  d'une  courbe  à  l'autre. 
Mais  si  l'on  garde  seulement  quelques-unes  des  équations  ainsi  for- 
mées ,  en  commençant  par  celles  qui  se  rapportent  à  l'ordonnée  y  et 
à  ses  dérivées  des  ordres  inférieurs  ,  plusieurs  constantes  resteront  arbi- 
traires ,  et  la  seconde  courbe  pourra  varier  de  forme  et  de  position, 
sans  cesser  toutefois  de  renfermer  le  point  (a-,  y)  et  de  toucher  la 
première  courbe  en  ce  point.  Dans  le  premier  cas,  l'ordre  du  contact 
est  au  moins  égal  à  «  — i  ,  et  en  même  temps  cet  ordre  est  le  plus  élevé 
possible.  Dans  le  second  cas ,  l'ordre  du  contact  est  généralement  infé- 
rieur à  11  —  I . 

On  arriverait  à  des  conclusions  semblables  ,  si  l'on  prenait  y  pour 
variable  indépendante,  et  si  l'on  considérait  sur  la  première  courbe  wd 
point  dans  lequel  la  tangente  ne  fût  pas  parallèle  à  l'axe  des;'.  On  peut, 
en  conséquence,  énoncer  la  proposition  suivante. 

i.^''  Théorème.  Pûrnii  les  systèmes  de  valeurs  qu'on  peut  attrihuer  à  n 
constantes  arbitraires  a,  h ,  c  .  .  .    renferme'es  dans  l'équation 

(2)  F{^  'J  '  a  ,  b,  c  ...)  =  o  , 

il  existe  ge'ne'ralement  un  système  pour  lequel  la  courbe  rcpre'sente'e  par  cette 
équation  acquiert  avec  une  courbe  donnée ,  au  point  dont  l'abscisse  est  x,  un 
contact  d'un  ordre  au  moins  égal  au  nombre  n  —  i,  et  une  infnité  de  systèmes 
pour  lesquels  le  contact  entre  les  deux  courbes  est  d'un  ordre  inférieur  au  même 
nombre. 
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Corolhnre  i."  Pour  trouver,  parmi  les  systèmes  Je  valeurs  de  a,  h , 
c  ...  ,  celui  qui  détermine  un  contact  d'un  ordre  au  moins  égal  à  «  — r, 
dans  le  cas  où  l'on  prend  l'abscisse  -v  pour  variable  indépendante  ,  il 
suffit  évidemment  de  combiner  entre  elles  les  formules  qu'on  obtient 
en  substituant  les  valeurs  de 

(4)  7'  /'  y"'  y'"-"^ 

tirées  des  équations  de  la  courbe  donnée,  dans  l'équation  finie  de  la 
seconde  courbe  et  dans  ses  équations  dérivées  d'un  ordre  inférieur 
à  //. 

Si  l'on  prenait  pour  variable  indépendante,  à  la  place  de  l'abscisse 
.V,  une  fonction  quelconque  des  coordonnées  x,y,  ou  l'arc  s  compté  sur 
chaque  courbe  à  partir  d'un  point  fixe,  alors,  pour  obtenir  le  système 
demandé,  il  faudrait  employer  \yoyei\a  ^.^  leçon]  les  formules  que  l'on 
trouve  quand  on  substitue  les  valeurs  des  quantités 

(5)  x,y,  dx,   dy,   d^x,   d'-y,   J"-.v,   d"-' y 

relatives  à  la  courbe  donnée  dans  l'équation  finie  de  la  seconde  courbe 
et  dans  ses  équations  différentielles  d'un  ordre  égal  ou  inférieur  à  h, 
c'est-à-dire ,  dans  les  équations  successives 

(6)  F[x,y,a.h,c.)-:=LO  ,   dF[x,y,û,h,c..):=:o  ,    ...d"'' F{x,y,û,l),c..)=:o  , 
lesquelles,   étant  développées,  se  présentent  sous  les  formes 

/'  -^(-v.//  a,  b,  c.  ...)=:  G, 

dF{x,y,a,b,c...)       j^     .        dF  [x,y,  a,  b,  c.  .  .) 


dx 


(7) 


dy 


dy=.o  i 


&c. 


dF[x,y,a,b,c...)  dF[x,y,a,b,c...)    j„_, 

d  X  dy  ^' 


'&C. 


:o.' 


Les  formules  (7) ,  dont  le  nombre  est  égal  à  //,  suffisent  évidemment 
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pour  déterminer  les  constantes  û,h,  c  ...  Elles  renferment  d'ailleurs, 
comme  cas  particuliers ,  les  équations  auxquelles  on  arrive  quand  on 
prend  l'abscisse  .v  pour  variable  indépendante. 

Corollaire  ^/  Pour  obtenir  des  systèmes  de  valeurs  de.  a ,  h ,  c  .  .  . 
qui  établissent  entre  la  courbe  donnée  et  la  courbe  représentée  par 
l'équation  (2)  un  contact  d'un  ordre  inférieur  à  /;  —  i,  il  suffit  de  con- 
server quelques-unes  des  formules  indiquées  dans  le  corollaire  précé- 
dent, en  commençant  par  celles  qui  renferment  y  et  ses  dérivées  ou 
ses  différentielles  des  ordres  inférieurs.  Ainsi,  par  exemple,  le  contact 
sera,  en  général,  du  second,  du  troisième  ...  ordre,  si  l'on  assujettit 
les  constantes  a ,  h ,  c  . . .  à.  vérifier  les  deux  premières,  les  trois  pre- 
mières, &c...  des  équations  (7).  Or,  on  trouvera  une  infinité  de  sys- 
tèmes qui  satisferont  à  de  semblables  conditions. 

Corollaire j.'^  Lorsque  l'équation  (2)  renferme  trois  constantes  arbi- 
traires, et  se  réduit  à 

(S)  F{x,  y,  a,  h,  c)^=zo  , 

on  peut  attribuer  aux  constantes  a,  h,  c  une  infinité  de  systèmes  de 
valeurs  pour  lesquels  la  courbe  (8)  soit  tangente  à  une  courbe  donnée  ; 
et,  pour  obtenir  ces  systèmes,  il  sufîit  de  combiner  les  deux  équations 

(  F[x ,  y,  a  ,  h,  c)^izo  , 

(9)        {       dF{x,  y,  a.   b ,   c)  cïFix,  y,  a,   b,   c)       , 

-, dx  H '      -^ '     — —^  dy=.o; 

\  a  X  d  y  •' 

f:près  y  avoir  substitué  les  valeurs  de  x,  y,  dx,  dy  relatHes  à  la  courbe 
donnée.  En  vertu  de  ces  équations,  deux  constantes  se  trouveront  ex- 
primées en  fonction  de  la  troisième,  qui  pourra  rester  arbitraire.  Il  n'en 
sera  plus  de  même,  si  l'on  veut  que  la  courbe  (8)  ait  avec  la  courbe 
donnée,  au  point  (v,/),  un  contact  d'un  ordre  au  moins  égal  à  2,  ou, 
en  d'autres  termes,  si  l'on  veut  que  le  point  (a,/)  devienne  pour  les 
deux  courbes  un  point  d'osculation.  Alors  les  trois  constantes  a ,  h,  c  ... 
se  trouveront  déterminées  par  le  système  des  trois  équations 
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F{X  ,   V,  il  ,  l)  ,  c)  =  o  , 

dF{x.  V,  a,  l\  c)       ,  'i !'{",  V,  a,  b,  c)       , 

■- dx  H dy  ■=.  O  , 

il  X  ii  y  ■' 

(lo)      {     d^F{x,y,a,b,c)                       d'-F{x,y,a,b,c)    .      ,     ,    d^- F[>c,  y ,  a,  h ,  c)    ,   , 
7-T dx'  -h  2 ; dx  dy  H --—^ dy 

d  A  (/  X   d  y  ■'  d  y  ^       . 

dF{x,y,a,  b,  c)       j^  dF{x,y,a,b,c)       . 

d  X  H ; d-  y  =:  O. 


d  X  dy  -^ 

CorcUaire  ^/  Si  l'on  remplace,  tlans  îe  corollaire  3.^,  les  constantes 
arbitraires  a,  h,  c  parles  constantes  arbitraires  ^,  r,  f,  et  si  l'on  réduit 
la  courbe  {%)  au  cercle  qui  a  pour  équation 

(i.)  {x  —  lY-^[y—-,Y  =  f, 

la  seconde  des  formules  (c^)  .deviendra 

(12)  (.v-?),/.v-h(;----0^7  =  o, 

et  elle  fera  coimaître  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coordonnées 
^,  v\  pour  que  le  cercle  touche  la  courbe  donnée  au  poiiit  [x ,  y).  Or 
les  coordonnées  ^,  -n  étant  celles  du  centre  du  cercle,  et  l'équation  (12) 
étant  du  premier  degré,  on  est  en  droit  de  conclure,  non  -  seulement 
qu'il  y  aura  une  infinité  de  cercles  qui  toucheront  la  courbe  au  point 
[x ,  y) ,  mais  encore  que  tous  les  cercles  tançens  auror.t  leurs  centres  siu- 
uiie  même  droite,  à  laquelle  appartiendra  réquation  (12)  ,  si  l'on  con- 
sidère ^  et  >i  comme  seules  variables.  Effectivement,  il  est  clair  que  les 
centres  de  tous  les  cercles  tangens  sont  situés  sur  la  normale,  laquelle 
est  représentée  par  l'équation  dont  il  s'agit. 

ISi  l'on  veut  que  le  cercle  représenté  par  la  formule  (11),  au  lieu  de 
toucher  simplement  la  courbe  donnée,  ait  avec  cette  courbe  nw  contact 
d'un  ordre  égal  ou  supérieur  à  2  ,  et  devieime  par  conséquent  oscu'a- 
tfur  de  la  courbe,  il  faudra  joindre  aux  formules  (i  i)  et  (12)  l'équaiion 
différentielle  du  second  ordre 
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(^3)  {x  — ^)cl\x-i- {)>  —  ■/))  ^l'y-^^x- -i-i^y^^^^o  , 

qui  remplacera  la  dernière  des  formules  (lo).  Alors  les  coordonnées 
P,  11  et  le  rayon  f  se  trouveront  complètement  déterminés  par  le  moyen 
des  formules  (i  i),  (12)  et  (13),  qui  coïncideront  avec  les  équations  (ip) 
de  la  7.^  leçon  et  avec  les  équations  (16)  de  la  8.^ 

Corollaire  jJ  Concevons  que  la  courbe  (2)  soit  une  courbe  parabo- 
lique dont  l'ordonnée  y  se  réduise  à  une  fonction  entière  de  x  du  degré 
/;  —  I  ,  c'est-à-dire,  à  un  polynôme  de  la  forme 


-.71 —  I 

X 


donneront 

/ 

y  — 

a-\- 

bx- 

1 
y  — 

b- 

-f- 

2  ex 

('5)    ' 

&c.. 

m      • 

r'"- 

—  2.) 

I   . 

.  2  , 

,3.. 

.  y'"- 

-'l,'    

[   . 

2 

.3.. 

(i4)  y  :=z  a -\- h X -V- c x'' -{- -\-px''    *  -f-'/- 

Alors,  si  l'on  prend   x  pour  variable  indépendante,  les  équations  (7) 

■\r-cx^-+- -\-p  x"-'  H-  ^  A-"-'  , 

-f-  .  .  .  -H  (/;  -  z)px"-'  -î-  («-i)  -/  -v"-*  . 

.(/;  —  2)p-\-  2.^  .4---  {"—  i)^x, 

et  pour  déterminer  les  constantes  û,b,c,  ...p,<jde  manière  que  la 
courbe  (i4)  ait  avec  une  courbe  donnée,  au  point  (v,^),  un  contact  d'un 
ordre  égal  ou  supérieur  à  //  — i  ,  il  suffira  d'employer  les  équations  (15), 
après  y  avoir  substitué  les  valeurs  de  .v,  y,  y,  ...  /"'"",  y^"~'^  relatives 
à  la  courbe  donnée  et  au  point  dont  il  s'agit.  Si,  pour  plus  de  commo- 
dité, on  désigne  par  ^,  n  les  coordonnées  d'un  point  qui  soit  situé  sur 
la  courbe  cherchée,  sans  coïncider  avec  le  point  (.y,  y),  cette  courbe 
pourra  être  représentée  par  l'équation  en  ^  et  n  qui  résultera  de  l'éli- 
mination des  Constantes  a,  b,  c  .  .  .  p,  q  entre  les  formules  (15)  et  la 
suivante 
[16)  >i=r  ,z  -f-/»^-Hf  ^'  H-  .  ,  .  ~\-pP''-^~^ql'*-'. 

Or,  si  l'on  développe  le  second  membre  de  l'équation  (16)  suivant  les 
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puissances  ascendantes  de  ^— v,  en  observant  qu'on  a,  pour  une  valeur 
quelconque  du  nombre  entier  /;/ , 

on  trouvera 


r  r=  û  -\-  bx  —h  c x-  -\- 

/•  -+-  2  f  Af  -4- -V-  (il  —  2  )  p  ; 


U  .V 


-f~  -7  A' 


(>7) 


&c. 

I  .2 


(^-•v) 


3  •■•("—')  '7 


-(^— v)"-. 


puis,  en  ayant  égard  aux  formules  (15), 


(.8) 


y'"-' 


-h 


1.2. 3. ..(;;— 2) 


—X 


i.2.j.,.i;//  — I) 


:a-A)"- 


Telle  est  l'équation  de  la  couibe  parabolique  du  de^ré  // —  r  qui  a, 
en  un  point  donné  (v,;'),  w\\  contact  de  l'ordre  n — i  ou  d'un  onlre 
supérieur  avec  une  courbe  donnée.  On  parvient  encore  à  la  même  équa- 
tion, quand  on  chercbe  à  déterminer  les  constantes  B,  C .  .  .  P,  Q  de 
manière  que  la  courbe  parabolique  qui  est  représentée  par  la  formule 

et  qui  passe  évidemment  par  le  point  (-v,  r),  acquière  en  ce  point  avec 
la  couibe  proposée  un  contact  de  l'ordre  //  — i.  En  effet,  pour  que  cette 
condition  soit  remplie,  il  suffit,  en  vertu  des  principes  établis  dans  Ja 
fj/  leçon,  que  les  valeurs  de 


(20) 


^« 


di'—- 


1^ 
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tirées  de  fa  formule  (ip)  et  correspondantes  à  ^zzzx ,  savoir, 
(21)        B,    z.iC,    ...     1.2.3... (/;  — 2)/^,     U2.^...{ii—i)Q, 
soiejit  respectivement  égales  aux  valeurs  de 

(23)  />   y".     Z"-^',    /"-^ 

tirées  de  l'équation  iie  la  courbe  donnée.  Or,  en  égalant  les  quantités 
(21)  aux  expressions  (22),  on  en  conclut 

'— =)  „  V-"—) 


j 


(23)  B:=y' ,    Cz=^^,   ...  P  = ■-— r'    Q  — 

^      ^'  ■>  1.2  1.2.3...  (7; 2)  ^  I.2.3...(n — 1 

et,  en  substituant  les  valeiiis  précédentes  de  B ,  C,  ....  P ,  Q  dans 
l'équation  (15)),  on  retrouve  précisément  l'équation  (18). 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  prend  ti:z=zi,  la  courbe  cherchée  se 
change  en  une  droite,  et  l'équation  (18),  réduite  à  la  forme 

(24)  v=y~^/  [^  —  x), 

représente,  comme  on  devait  s'y  attendre,  la  tangente  menée  par  le 
point  ('V;_>')  à  la  courbe  qui  renferme  ce  même  point. 

Si  l'on  suppose  /7Z=3  ,  l'équation  (18),  réduite  à  la  forme 

représentera  une  parabole  du  second  degré,  qui  sera  osculatrice  de  la 
courbe  donnée,  et  qui  aura  pour  axe  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  j-. 

Pour  terminer  ce  que  nous  avons  à  dire  sur  le  contact  des  courbes 
planes,  il  nous  reste  à  établir  une  proposition  digne  de  remarque,  qui 
se  rapporte  au  cas  où  l'ordre  du  contact  est  un  nombre  entier,  et  que 
l'on  peut  énoncer  comme  il  suit. 

z.^  Théorème.  Considérons  deux  courbes  planes  dont  les  équations  en 
coordonnées  rectangulaires  ou  obliques  se  présentent  sous  les  formes 

(26)  y^ /{■■<).  (27)       y_^  F {■•<)■ 
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Concevons,  de  plus ,  que  l'on  désigne  par  n  un  nombre  entier  quelconque ,  et 
que ,  les  deux  courbes  ayant  an  contact  de  l'ordre  n  en  un  point  donné ,  les 
deux  fonctions 

(28)  /'■""■'(.v),  F'''^^>{x) 

restent  continues  par  rapport  à  x ,  dans  le  voisinage  de  ce  même  point.  Les 
deux  courbes  se  traverseront  en  se  touchant ,  si  n  est  un  nombre  pair.  Au 
contraire ,  si  n  est  un  nombre  impair,  l'ordonne'e  de  l'une  des  courbes  demeu- 
rera constamment  supérieure  à  l'ordonnée  de  l'autre  ,  dans  le  voisinage  du  point 
de  contact i  Enfin,  dans  l'une  et  l'autre  hypothèse ,  celle  des  ordonnées  f[x), 
F{x),  qui  deviendra  la  plus  grande,  quand  on  passera  au-delà  da  point  de 
contact  en  avançant  da  côté  des  x  positives ,  sera  celle  dont  la  dérivée  de 
l'ordre  «  H- 1  obtiendra  la  plus  grande  valeur  au  point  dont  il  s'agît. 

Démonstration.    En  effet ,  le  contact  étant  de  l'ordre  n ,   si ,  dans  les 
diffcrences 

F{x^i)-f{x^i),    F'{x-^i)-f'[x-^i),   F"{x-^i)-f"[x^i),    &c...  , 

on  substitue  pour  x  l'abscisse  du  point  donné  , 

{29)  F^'^'^  (-v -+-/■)  —  /'""^'^  [x-^i) 

sera  la  première  de  ces  différences  qui  cessera  de  s'évanouir  avec  ï  ;  et; 
puisque  les  fonctions  _/"<'""+■'-'  (.v),  F^""^'^  [x)  restent  continues  par  hypo- 
thèse dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  il  est  clair  que  la  différence 

(30)  irc--^(,.)_/^--'(.v) 

n'obtiendra  pour  ce  point  ni  une  valeur  nulle  ,  ni  une  valeur  infinie  , 
et  se  réduira  nécessairement  à  une  quantité  finie  différente  de  zéro. 
D'ailleurs,  en  désignant  par  G  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  on  tirera 
de  la  formule  (8)  de  l'Addition  au  calcul  infinitésimal 

et  comme,  pour  de  très-petites  valeurs  de  /,  les  expressions 

F'^r>-^y^[x)~f''^'^[x)     et    i^^r'^(x-^e;)— /^"^"(.v-HÔ/) 
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seront  des  quantités  de  même  signe,  on  peut  évidemment  affirmer  que, 
si  l'abscisse  .v-Hi  diffère  très-peu  de  l'abscisse  x ,  le  second  membre  de 
la  formule  (3  i)  sera  une  quantité  affectée  du  même  signe  que  le  produit 

(32)  /'-'[F--"(A-)— /•"-■'(.■)]. 

Donc  l'expression  F[x-^ï)—  fi^x-\-i) ,  équivalente  à  ce  second  membre  , 
changera  de  signe  avec  /  et  /""^' ,  si  n  est  un  nombre  pair.  Alors  celle  des 
ordonnées  f{x-i-i)  ,  i^(.v-+-/)  qui  était  la  plus  petite  avant  le  point  de 
contact,  du  côté  des  x  négatives,  deviendra  la  plus  grande  de  l'autre  côté; 
d'où  il  résulte  que  les  deux  courbes  se  traverseront  en  se  touchant.  Le 
contraire  aura  lieu  si  //  est  un  nombre  impair.  Alors  ,  i"'*"  étant  une 
puissance  paire  de  i,  le  produit  (32)  aura  toujours  le  même  signe  que 
le  facteur  fC'^" [x]  —  f^"^'^ {x)  ,  et,  par  suite,  l'ordonnée  F{x-^i) 
sera  constamment  supérieure  ou  constamment  inférieure,  dans  le  voi- 
sinage du  point  de  contact,  à  l'ordonnée  /"(.y  h-/),  suivant  que  ce 
factem-  sera  positif  ou  négatif,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  suivant 
que  la  quantité  F'^"'*''- [x)  sera  supérieure  ou  inférieure  à  la  quantité 
f'"^'-'{x).  Ajoutons  que,  pour  des  valeurs  positives  de  /,  les  expressions 
(30)  et  (32)  seront,  dans  la  première  hypothèse  comme  dans  la  se- 
conde, des  quantités  de  même  signe,  et  qu'en  conséquence  celle  des 
ordonnées  y(-v),  F{x)  qui  deviendra  la  plus  grande  au-delà  du  poirt 
de  contact,  correspondra  toujours  à  celle  des  dérivées  /'""^''(.v),  F^"'^'\x) 
qui  obtiendra  la  plus  grande  valeur  au  même  point. 

CorùJlûire  /.""  La  tangente  menée  à  une  courbe  par  un  point  donné 
n'ayant  en  général  avec  cette  courbe  qu'un  contact  du  premier  ordre  , 
l'une  de  ces  deux  lignes  restera  pour  l'ordinaire  supérieure  à  l'autre 
avant  et  après  le  point  de  contact.  Elles  pourront  néanmoins  se  tra- 
verser mutuellement  dans  certains  cas  particuliers;  et  c'est  ce  qui  arri- 
vera pour  une  valeur  donnée  de  .v ,  si  les  valeurs  correspondantes  de 

[l'i)  y"'       >'">        &:c..  .  . 

tirées  de  l'équation  de  la  courbe  forment  une  suite  dans  laquelle  le 
premier  des  termes  qui  ne  s'évanouissent  pas  conserve  une  valeur  finie, 
et  si  ce  terine  est  une  dérivée  d'ordre  impair,  qui  reste  fonction  conti- 
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mie  de  x ,  dans  le  voisinage  du  point  donné.  En  effet,  désignons  par  n 
un  nombre  pair  quelconque,  et  supposons  que,  les  formules 

(54)  y"=^o,     y"'=:o, ;'-'■'  =  G 

étant  vérifiées  pour  uwq  certaine  valeur  de  .v ,  la  valeur  correspondante 

de  y'""*"-  demeure  finie  et  diffère  de  zéro.  Soit  d'ailleurs 

(35)  y=za-^bx 

l'équation  de  fa   tangente.    Comme  on    tirera   généralement   de   cette 

équation 

(j6)       y  =  ^,/=o.  /'=o,   ...;'^''^  =  o,  ^'"+■^  =  0,   &c..., 

il  est  clair  qu'en  passant  de  la  courbe  à  la  tangente,  on  retrouvera  pour  le 
point  de  contact  les  mêmes  valeurs,  non-seulement  de/  et  de  y ,  mais 
encore  de  /',  /",  ...  y^"'  ;  et  comme,  dans  ce  passage,  y^"'^'^  changera 
de  valeur,  nous  pouvons  conclure  que  la  courbe  et  sa  tangente  auront 
un  contact  d'ordre  pair.  Par  suite,  si  la  valeur  de  y'''^''  tirée  de  l'é- 
quation de  la  courbe  est  une  fonction  continue  de  .v ,  dans  le  voisinage 
du  point  que  l'on  considère  ,  la  courbe  et  sa  tangente  se  traverseront 
mutuellement  ,  en  vertu  du  ^.^  théorème.  Alors  le  point  de  contact 
sera  im  point  d'inflexion  de  la  courbe  proposée. 

Corollaire  2/  Le  cercle  osculateur  d'une  courbe,  en  un  point  donné, 
ayant  en  général  avec  cette  courbe  un  contact  du  second  ordre,  ces  deux 
courbes  se  traverseront  pour  l'ordinaire.  Néanmoins  il  peut  arriver 
que,  dans  certains  cas  particuliers,  l'ordre  du  contact  s'élève,  et  se 
trouve  indiqué  par  un  nombre  impair.  Alors  le  cercle  osculateur  et  la 
courbe  pourront  cesser  de  se  traverser  mutuellement.  Ainsi  ,  par 
exemple,  si  la  courbe  proposée  devient  une  parabole,  une  ellipse  ou 
ime  hyperbole,  le  cercle  osculateur  aura  un  contact  du  troisième  ordre 
avec  cette  courbe,  et  cessera  de  la  traverser,  quand  on  fera  coïncider 
le  point  de  contact  avec  le  sommet  de  la  parabole,  avec  les  extrémités 
des  axes  de  l'ellipse,  ou  avec  les  extrémités  de  l'axe  réel  de  l'hyperbole. 
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ONZIÈME  LEÇON. 

Sur  l'usage  que  l'on  peut  faire  des  Coordonnées  polaires  pour  exprimer 
ou  pour  découvrir  diverses  Propriétés  des  Courbes  planes. 


Dans  les  leçons  précédentes  ,  nous  avons  généralement  supposé 
qu'une  courbe  plane  était  représentée  par  une  équation  entre  cieux 
coordonnées  rectangulaires  x,y.  Mais  il  est  souvent  utile  de  substituer  à 
ces  mêmes  coordonnées  les  coordonnées  polaires  r  et  p  déjà  employées 
dans  les  Préliminaires  [page  8  ] ,  et  liées  aux  variables  x,  y  par  les  for- 
mules 

(0 


X  z=:  r  cos  p  ,       y  ^^ 


r  sin 


P- 


Nous  allons  indiquer   ici   quelques-uns   des  résultats  auxquels   on   est 
conduit  par  cette  substitution. 

Observons  d'abord  que  la  quantité  r ,  par  laquelle  on  désigne  le  rayon 
vecteur  mené  de  l'origine  ou  pôle  à  un  point  mobile,  doit  toujours  être 
regardée  comme  positive.  Quant  à  l'angle  p,  formé  par  ce  rayon  vec- 
teur avec  un  demi-axe  donné,  il  pourra  être  positif  ou  négatif  et  re- 
cevoir une  valeur  numérique  inférieure  ou  supérieure  à  2vr,  ainsi  qu'on- 
l'a  déjà  expliqué  \voyei  les  Préliminaires,  pages  8  et  c)].  Pour  plus  de 
commodité,  le  demi-axe  des  x  positives,  à  partir  duquel  on  compte 
l'angle  p ,  sera  nommé  dorénavant  demi-axe  polaire. 

Cela  posé,  il  est  clair,   i ."  que  l'équation  de  tout  cercle,  qui  atira 
l'origine  pour  centre,  sera  de  la  forme 

(2)  r  =  R. 

R  désignant  une  constante  positive  égale  au  rayon  du  cercle  ;  2.'^  qile 
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l'cqiiation  d'un  demi-axe  aboutissant  à  l'origine  sera  de  la  forme 

(i)         ^  p^  P. 

P  dcsignaiu  une  constante  positive  ou  négative.  On  peut  ajouter  que 
l'cquation  (3)  continuera  de  représenter  le  même  demi-axe,  si  la  quan- 
titc  P  croît  ou  diminue  de  manière  que  l'accroissement  ou  la  diminu- 
tion ait  pour  mesure  un  multiple  de  la  circonférence,  ou,  en  d'autres 
termes,  le  produit  de  vr  par  un  nombre  pair.  Enfin  le  demi-axe  dont 
il  s'agit  sera  remplacé  par  un  autre  dirigé  suivaiit  la  même  droite  , 
mais  en  sens  inverse,  si  l'accroissement  ou  ta  diminution  de  la  quainiié 
P  est  le  produit  de  la  demi-circonférence  vr  par  v\n  nombre  impair. 

Lorsqu'up.e  courbe  plane  est  représentée  par  une  équation  entre  les 
coordonnées  rectangulaires  .\ ,  y ,  on  peut,  à  l'aide  des  formules  (i), 
substituer  immédiatement  aux  variables  x,  y  les  coordonnées  polaires  , 
et  obtenir  ce  qu'on  nomme  ['équation  polaire  de  la  courbe.  Ainsi ,  par 
exemple,  si  l'on  appelle  ^,  r,  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point 
fixe,  et  R ,  P  ses  coordonnées  polaires  liées  aux  premières  par  les  for- 
mules 

(4)  ^=:z  RcoiP  ,      v=z  R  sin  P  , 

on  reconnaîtra  que  la  droite  menée  par  ce  point  de  manière  à  former 
l'angle  ^  avec  le  demi-axe  des  x  positives  a  pour  équation  en  coor- 
données rectangulaires 

(5)  TZrr=ïang4/,  ou —  •—    - 


X  —  5  ^    ~  cos 


et  pour  équation  polaire 


i'^) 


•  P  —  R  cos  p     r  sin /7 — R  s\n  P 

coi  4-  sin  -^ 


> 


OU  ,  ce  qui  revient  au  même  , 

(7)  r  sin  (/?  — -|/)  =r  /?  sin  (P  — ^|/). 


I  ^  8  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

Si  fa  longueur   R  s'évanouit  ,   la   droite  passera  par  l'origine  ,  et  son 

équation  polaire  deviendra 

(8)  sin  (/;  — 'I)  rrr  G. 

On  vérifiera  celle-ci  en  prenant  pour  /;  un  nombre  entier  quelconque, 

et  posant  ' 

p  z=. -l^  zt:  2.  n -TT      ou     ;5  zr=  4^  ±  (  2  //  -h-  I  )  ?r. 

Chacune  de  ces  deux  dernières  formules  est  semblable  à  l'équation  (3), 
et  représente  un  des  deux  demi -axes  qui  sont  dirigés  suivant  la  droite  • 
donnée,  mais  en  sens  contraires,  et  qui  aboutissent  à  l'origine. 

On  peut  aisément,  dans  l'équation   (7),   substituer  l'angle/^  — P  à 
l'angle  p  —  4"  ^^  ^^^^  ' 

p-^z={p-P)-^{P—^), 

et  par  suite 

sin  {p-'\']  =  sin  [p-P)  cos  (P--!)  H-sin  (P-^)  cos{P-p). 

Or,  si  l'on  a  égard  cà  cette  dernière  formule,  on  tirera  de  l'équation  (7) 

r  cos  {p  —  P)  —  R     rsm  {p—  P) 

{9)  cos(4,  — y^)  Mn(4  — /^J       ' 

ou,  ce  qui  revient  au  même  , 

(.0)       ":■:;;:';;' ="-'-^-^)- 

Au  reste,  pour  déduire  immédiatement  l'équation  (cp)  de  l'équation  [6), 
il  suffit  d'observer  que  rien  n'empêche  de  substituer  aux  trois  angles 
p,  P  et  X,  formés  par  trois  directions  données  avec  le  demi-axe  polaire, 
les  trois  angles  p—P-  o  et  ^—P  formés  par  les  mêmes  directions  avec 
le  demi-axe  qui  a  pour  équation  p:=:P. 

Si,  du  point  (^,  n)  comme  centre,  avec  le  rayon  f,  on  décrit  un 
cercle,  ce  cercle,  représenté  par  la  formule 
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(i,)  (,._£)^_|-(;'->,)^r=^^ 

aura  évidemment  pour  équation  polaire 

[rcosp  —  Rcos  Py  -h  {rslnp  —  RsïnPy  zzz  f^ , 


ou 


(12)  r'  —  2R  rcos{p  —  P)  -i-  R'=:  f'. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  centre  coïncide  avec  i'origine ,  R  s'éva- 
nouit,  et  l'équation  (12)  se  réduit  à 

r'-   zzz  j>^  ou  r    rr:  /  ; 

c'est-à-dire  qu'elle  reprend  la  forme  de  l'équation  (2). 

Il  est  encore  facile  de  s'assurer  que  les  deux  paraboles  et  l'ellipse  ou 
hyperbole  représentées  par  les  trois  équations 

(13)  y'=:iax.  (i4)         /  =  —  2  ^;  x  , 
(15)                         Ax^  -V-  zBxy^Cy  =:  K , 

ont  pour  équations  polaires 

1(5)  r  =z  — : ^  ■>  .  (17  r=i ■  ,         > 

^  K ZK^ 

\       /  Acos-p-t-zBiinpcoip-i-Csin'p  A-^C-i-:iBi\(i2p-^-{A—C)co;zp 

Si  la  formule  (15)  se  réduit  à  l'une  des  suivantes  , 
l'équation  (18)  deviendra 

(21j  r  a^  s'm'' p -^  b' cos^  p    '  ^~~^  t'coi' p  —  a' i\i-\- p 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  constantes  û,  b  soient  posi- 
tives, et  que  l'on  ait  a  >  h.  La  constante  a  représentera  dans  les  para- 
boles (13)  et  (i4)  Je  double  de  la  distance  du  foyer  au  so:nmet,  dans 


l6o  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

leliipse  (ip)  la  moitié  du  grand  axe,  et  dans. l'hyperbole  (20)  la  moitié 
de  Taxe  réel.  Cela  posé,  si  l'on  transporte  l'origine  au  foyer  de  la  pa- 
rabole (i4),  et  si  l'on  fait—;;-  =z  R ,  l'équation  de  cette  parabole  en 
coordonnées  rectangulaires  prendra  la  forme 

(23)  /  — -4/?(.v-/?).        ou        .x'^yz={2R-xy; 
puis  on  en   conclura  ,  en  observant  que  la  quantité 

et,  à  plus  forte  raison,  la  quantité  2/?  —  .v,  doivent  toujours  rester 
positives, 

(24)  i/{x'-^f-)  =  2R-x,        ou        .V-f-|/(x=-4-/*)3=2/? 

Si  maintenant  on  substitue  les  coordonnées  polaires  aux  variables  .v,  _>., 
on  trouvera  pour  l'équation  polaire  de  la  parabole 

(2s)  r -\- r  CCS  p  z:=.  2.  R ,        ou        r  :=z  ~ 

\      ■>  '  '  \    ■+-  COS  p 

Lorsqu'on  effectue  la  même  substitution  dans  la  formule   (23)  ,   on   en 

lire 

(26)      r'i=(2/?— rcos/j)',      ou    [r(i-i-cos/')— 2/?][r(i— cos/')-+-2/t']  =  o. 

De  plus,  les  quantités  r,  R  étant  essentiellement  positives  ,  et  la  quan- 
tité  I  —  cosp  étant  positive  ou  nulle,  il  est  clair  que  le  facteur 

r  (  I  —  COS  p)  -f-  2  i? 

a  toujours  une  valeur  finie  différente  de  zéro.  On  peut  donc  supprimer 
ce  facteur  dans  la  formule  (26),  qui  par  ce  moyen  se  trouvera  évidem- 
ment ramenée  à  l'équation  (25). 

Dans  une  ellipse,  ou  dans  une  hyperbole,  on  appelle  excentricité  le 
rapport   entre  la  distance  d'un  foyer  au    centre   et   la  moitié  du  grand 
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axe  ou  de  i'axe  réeL  Soit  £  ce  rapport.  La  distance  du  centre  à  l'un 
des  foyers  sera,  pour  i'eliipse  (icj)  , 

(27)  de  =  -/{a'-  —  I>')  , 
et  pour  l'hyperbole  (20)  , 

(28)  ae  =  i/{d'-hb'). 

Cela  posé,  si  l'on  transporte  l'origine,  dans  l'ellipse,  au  foyer  situé  du 
côté  des  .Y  positives,  et  dans  l'hyperbole,  au  foyer  situé  du  côté  des  .v 
négatives,  les  équations  de  ces  courbes  en  coordonnées  rectangulaires 
se  présenteront  sous  les  forn)es 

[x-t-ai)-  y'-  (x  —  ai)'  y'^    

Si  dans  ces  dernières  on  remet  au  lieu  de  h  sa  valeur  tirée  de  la  for- 
mule (27)  ou  (28),  elles  deviejulront  respectivement 

ou 

(2p)      x'--^y-  —  {a[x-i-)-îx\\      et      (30)   x'^y'  —  {a[e  —  \)-ex\\ 

Enfin  si,  dans  les  équations  (25))  et  (30),  on  substitue  les  coordonnées 
polaires  aux  coordonnées  rectangulaires  ,  on  trouvera  pour  l'équation 
polaire  de  l'ellipse 

(3^1)        [r  —  a{\  — e'j-f-ercos/;]  \r  -\-a[\  —  £*)  —  £rcos/;]  =  o, 

et  pour  l'équation  polaire  de  l'hyperbole  , 

(32)        [/• — â(g'  —  i)-|-Êrcos/>]  [/■-h<^(£' — i)  —  £rcos/^]=:o. 

Dans  la  formule  (3  i),  le  nombre  e  zrzi/f  i ^j  étant  plus  petit  que 

l'unité ,  le  facteur 

r-\-a[\  —  i-)  —  ercosp  zn  r{i  —  ecosp)  -+-  û{i  —  è') 
aura  toujours  une  valeur  positive  différente  de  zéro.   On  peut  donc  le 
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supprimer,  et  réduire  i'cquation  polaire  de  l'ellipse  à  la  forme 

(??)  rfn-ecosw) — <7  (i— e")  :=r  o  ,  ou  r=.  ^^'~^ 

Si,  dans  cette  dernière,  on  pose  successivement 

p  =z   o  ,         p   =z   'n-  , 
on  en  tirera 

r=zû[i — g),       rz=.û[i-\-î). 

Ces  deux  valeurs,   dont  la  somme  est    égale   à    za,   exprimeront  les 
distances  du  foyer  pris  pour  origine  aux  deux  extrémités  du  grand  axe. 

Quant  à  l'équation  (32),  dans  laquelle  le  nombre  iz:=.-t/ {\-\ ^j 

est  évidemment  supérieur  à  l'unité,  elle  se  décompose  en  deux  autres, 
savoir, 

et 

û(s'  — I) 


[■^4.)  r(i-f-fcos/?)  —  a  [i^  —  \)z=:  o  ,  ou        r 

et 

(35)  r{i—icosp)-^a[i'--i)  =  o,         ou        r        ^^^^^_, 

Or  il  est  facile  de  s'assurer  que  chacune  de  celles-ci  représente  une 
seule  des  deux  branches  de  l'hyperbole  ,  et  en  particulier  que  l'équa- 
tion (34).  '^^  laquelle  on  tire 

r  =.  û  [i  —  I  )  pour        p  ■=.  o  , 

et     r  ■=  00  pour       ;?  =  lii' arc  cos  ( j» 

appartient  à  la  branche  dont  le  foyer  coïncide  avec  l'origine,  tandis 
que  l'équation  (35),  de  laquelle  on  tire 

r-=.û[i-\-\)  pour       p  z=:  o  , 

et     r  =z  00  pour       ^  =1:  zb  arc  cos  (—1  » 

appartient  à  l'autre  branche.  Les  deux  valeurs  de  p  aifxquelles  corres- 
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pondent,  dans  chaque  branche,  des  valeurs  infinies  de  r,  indiquent  les 
directions  des  deux  demi-axes  qui  servent  d'asymptotes  à  cette  branche. 
Q,uunt  aux  deux  longueurs 

r  :=  a  [è  -\-  i  )        r  =1  a  {i  —  i  )  , 

dont  la  différence  est  égale  à  za,  elles  expriment  les  distances  du  foyer 
j)ris  pour  origine  aux  deux  extrémités  de  l'axe  réel  de  l'hyperbole. 

On  pourrait  établir  directement  et  par  des  considérations  géomé- 
triques la  plupart  des  formules  qui  précèdent,  en  exprimant  à  l'aide 
de  coordonnées  polaires  les  propriétés  connues  des  lignes  que  ces  for- 
mules représentent.  Concevons,  par  exemple,  que,  P,  R  désignant  les 
coordonnées  polaires  d'.m  point  fixe,  et  ^|/  un  angle  quelconque,  posi- 
tit  ou  négatif,  on  cherche  l'équation  polaire  de  la  droite  menée  par  le 
point  {P,  R)  parallèlement  au  demi-axe  représenté  par  la  formule 

(36)  p  z=  ^. 

Si  de  l'origine  on  mène  un  rayon  vecteur  /■  à  un  point  quelconque  de 
la  droite,  et  si  l'on  nomme  «A  l'angle  aigu  ou  obtus  que  forme  ce  rayon 
vecteur  indéfiniment  prolongé  avec  le  demi -axe  (36),  la  valeur  de  p 
correspondant  au  rayon  vecteur  dont  il  s'agit  sera  évidemment  donnée 
par  l'une  des  formules 

(37)  /7  =  4-f-JV,  p=:^-+-S^ztl2n'7r, 
ou 

(38)  ;?  =  ^  —  J\,  ;)z=:^|/  —  J^zLlz/vr, 

«  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Ajoutons  que  les  formules  (37) 
devront  être  préférées  ,  si  un  rayon  vecteur  mobile  assujetti  à  tourner 
autour  de  l'origine  en  partant  de  la  position  dans  laquelle  il  coïncidait 
avec  le  demi-axe  (36) ,  est  obligé,  pour  décrire  l'angle  J^ ,  de  prendre 
un  mouvement  de  rotation  direct,  tandis  que  les  formules  (38)  devront 
être' préférées  dans  le  cas  contraire.   Si  maintenant  on  projette  le  rayon 
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"vecteur  r  sur  un  axe  perpendiculaire  à  la  droite  donnée,  on  obtiendra 
pour  projection  la  plus  courte  distance  de  l'origine  à  cette  droite  ,  et 
cette  plus  courte  distance  se  trouvera  exprimée  par  le  produit 

r  sin  cA , 

qui  se  réduit,  en  vertu  des  formules  (37),  à 

r  sin  [p  —  4^  )  ' 
et  en  vertu  des  formules  (38),  à 

r  sin  (-sj^  —  p). 

Or,  la  plus  courte  distance  dont  il  s'agit  étant  évidemment  une  quan- 
tité indépendante  des  coordonnées  variables  r  et  p ,  nous  sommes  en 
droit  de  conclure  que  le  produit  rsin^p  —  r^)  ou  isin{-\^—p)  ne  chan- 
gera pas  quand  on  y  remplacera  p  par  P  et  r  par  R.  On  aura  donc 

rsin(^— 4-)  =  /?  sin  (P— -<]/),    ou    rsin{^ —p)  z=i  Rsin{'\^  —  P). 

Chacune  de  ces  dernièi'es  formules  coïncide  avec  l'équation  (7). 

Cherchons  à  présent  l'équation  polaire  du  cercle  décrit  du  point 
{P,  R)  comme  centre  avec  le  rayon  f.  Si  l'on  nomme  p,  r  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  la  circonférence,  et  <A  l'angle  com- 
pris entre  les  rayons  r,  R,  on  aura 

p=.P-àzS^ ,       ou      /7=r/'di:^±2/."7r, 

et  par  suite 

(3p)  zt:  S^  =z  p  —  Pzpinvr; 

M  désignant  un  nombre  entier  qui  pourra  se  réduire  à  zéro.  De  plus, 
l'angle  J^  étant  opposé  au  rayon  f  dans  le  triangle  dont  les  côtés 
sont  r,  R  et  f ,  on  aura,  en  vertu  d'un  théorème  connu  de  trigono- 
métrie , 


(4o)  cos  J^  nr 
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iR 


Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  remet  pour  S^  sa  valeur  p—P^^mi-Tr, 
on  obtiendra  l'équation 

(41)  cos[p-P)  — ^-^-^ , 

qui  coïncide  avec  la  formule  (12). 

Cherchons  encore  l'équation  polaire  d'une  parabole  dont  le  sommet 
coïncide  avec  le  point  [P,  R),  et  le  foyer  avec  l'origine.  Si  l'on  désigne 
par  p,  r  les  coordonnées  d'un  point  quelconcjue  de  la  courbe,  et  par  J^ 
l'angle  compris  entre  les  rayons  r,  R,  la  formule  (39)  continuera  de 
subsister.  De  plus  la  projection  du  rayon  vecteur  r  sur  l'axe  de  la  para- 
bole aura  pour  mesure  la  valeur  numérique  du  produit 

r  cos  tA  =  r  cos  [p  —  P)  ; 

et,  comme  la  distance  du  foyer  à  la  directrice  sera  égale  à  2/?,  la  dis- 
tance du  point  {p ,  r)  à  la  directrice  sera  évidemment  équivalente  à 

zR  —  rcos{p  —  P). 

Mais,  d'^après  la  propriété  connue  de  la  parabole,   cette  distance  doit 
aussi  être  égale  au  rayon  vecteur  r.  On  aura  donc 

(42)  r  ■=.  2  R  —  r  cos  {p~  P)  ,        ou        r=r:  — 


l  -h  cos  (p  —  P) 

Pour  faire  coïncider  cette  dernière  équation  avec  la  formule  (25),  il 
suffit  de  prendre  pour  demi -axe  polaire  celui  qui,  partant  du  foyer  de 
la  parabole ,  se  dirige  vers  le  sommet  de  cette  courbe  ,  et  de  poser  en 
conséquence  Pzzzo, 

On  obtiendrait  avec  la  mcme^  facilité  l'équation  d'une  ellipse  dans 
laquelle  un  foyer  coïnciderait  avec  l'origine  ,  et  l'une  des  extrémités  du 
grand  axe  avec  le  point  (P ,  R).   En  effet,   soient  toujours  p,  r  les 
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coordonnées  polaires  d'un  point  quelconque  de  la  courbe,  et  <^  l'angle 
compris  entre  les  rayons  vecteurs  r  et  R.  Désignons  en  outre  par  a  le 
demi -grand  axe,  et  par  g  l'excentricité.  Dans  le  triangle  formé  avec 
ies  foyers  et  le  point  (/j,  r)  de  la  courbe,  l'un  des  côtés  ,  savoir,  1« 
distance  des  foyers,  aura  pour  mesure  le  produit  du  grand  axe  par  l'ex- 
centricité ou  la  quantité  zm ,  et  les  deux  autres  côtés,  dont  la  somme, 
en  vertu  d'une  propriété  connue  de  l'ellipse,  devra  être  équivalente  au 
grand  axe,  seront  représentés  par  r  et  %a  —  r.  Ajoutons  que,  dans  ce 
même  triangle,  l'angle  opposé  au  côté  2a  — r  sera  égal  à  ^^,  si  le  point 
(P,  R)  coïncide  avec  l'extrémité  du  grand  axe  la  plus  éloignée  de 
l'origine,  et  au  supplément  de  l'angle  J^,  c'est-à-dire,  à  tt—S^,  dans  le 
cas  contraire.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  adopte  la  seconde  hypothèse, 
on   trouvera 

[i.)         cos(vr-J^):=   -'^(--)'-(---- 0'   ^  _i_  _  J!(!z:llL  , 
ou 

I   H-  i  COS  é^ 

puis,  en  remettant  pour  J^  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (39), 

Cette  dernière  équation  renferme,  avec  l'angle  fixe  P,  deux  autres  cons- 
tantes ^,  £,  dont  l'une  pourrait  être  remplacée  par  le  rayon  vecteur 
R:z::z  a  [i  —  ê].  Remarquons  de  plus  que  l'on  réduira  l'équation  (44)  à 
la  formule  (33),  si  l'on  prend  pour  demi-axe  polaire  celui  qui,  partant 
de  l'origine,  se  dirige  vers  l'extrémité  la  plus  voisine  du  grand  axe  de 
l'ellipse,  et  si  l'on  pose  en  conséquence  P=:o.    - 

Considérons  enfin  une  branche  d'hyperbole  dont  le  foyer  coïncide 
avec  l'origine,  et  le  sommet  avec  le  point  {P,  R).  Soient  p,  r,  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  cette  branche,  et  <A  l'angle  compris 
entre  les  rayons  vecteurs  r,  R.  Désignons  en  outre  par   2  a  l'axe  réel 
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de  l'hyperbole,  et  par  ê  l'excentricité.  Dans  le  triangle  formé  avec  les 
foyers  et  le  point  (/),  r),  l'un  des  côtés,  savoir,  la  distance  des  foyers, 
sera  égal  au  produit  zae,  et  les  deux  autres  côtés,  dont  la  différence 
devra  être  équivalente  à  l'axe  réel,  seront  représentés  par  r  et  la-^-r. 
Ajoutons  que,  dans  ce  incnie  triangle,  l'angle  opposé  au  côté  lû-^r 
sera  précisément  l'angle  <^.  On  aura  donc 


(45) 

cos  J^ 

r^-^izai)'  — {2(7-t-r)^ 

I 

2  (2ai)r 

i 

ou 

r         "^''-'\    ; 

puis,  en  remettant  pour  J^  sa   valeur  tirée  de    la  formule  (jp),   on 
trouvera 

(46)  ._    ^/'(''-O 


r 


I  -H  s  cos  (p  —  P) 


On  pourrait,  dans  cette  dernière  équation,  remplacer  l'une  des  cons- 
tantes il,  e,  par  le  rayon  Rz=zû[e—i).  Remarquons  de  plus  qu'on  ré- 
duira l'équation  (4<5)  à  la  formule  (34).  si  l'on  prend  pour  demi -axe 
polaire  celui  qui ,  partant  de  l'origine,  se  dirige  vers  le  sommet  de  la 
branche  que  l'on  considère,  et  si  l'on  pose  en  conséquence  P=.o. 

Si  l'on  plaçait  l'origine,  non  plus  au  foyer  de  la  branche  d'hyperbole 
dont  on  demande  l'équation  polaire,  mais  au  foyer  de  l'autre  branche, 
il  faudrait  évidemment,  dans  la  formule  (45)  >  remplacer  la  longueur 
za-^r  par   r—ia.  On  aurait  donc  alors 

(47  COS  d^  =. -, -T ' 

\^ / '  2 {2  ai) 


r  i  r  t 


OU 

ecos<) — 1 


et  par  suite 
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û(i=  — I) 


(48) 


i  COS  {p  P)  I 


En  réduisant,  dans  cette  dernière  formuie ,  la  coiTstante  P  à  zéro,  on 
retrouverait  l'équation  (35). 

On  peut  se  servir  avec  avantage  des  coordonnées  polaires  ,  non- 
seulement  pour  exprimer ,  mais  encore  pour  découvrir  "les  diverses  pro- 
priétés   des   courbes    planes,    et    pour   déterminer   leurs    centres,    leurs 

axes,  leurs  diamètres,  leurs  points  singuliers,  &c Concevons,   par 

exemple,  que  l'on  se  propose  de  trouver  les  deux  axes  ou  l'axe  réel  de 
l'ellipse  ou  hyperbole  représentée  par  l'équation  (18).  II  suffira  évidem- 
ment, pour  y  parvenir,  de  doubler  la  valeur  maximum  ou  minimum  du 
rayon  vecteur  r.  De  plus,  il  est  clair  que  cette  valeur  maximum  ou  mi- 
r.imum  correspondra  au  minimum  ou  au  maximum  de  l'expression 

(49)  2.  B  un  zp -^  [A  —  C]  COS  2p  , 

et  par  conséquent  à  une  valeur  de  p  déterminée  par  la  formule 

2.  B 

(50)  zB  COS  zp  — [A  — C)ûn2p  :=z  o  ,      ou   tang  a/»  =:-j^-^5 

qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  l'expression  (49)-  Oi"  on 
satisfait  à  l'équation  (50)  en  désignant  par  11  un  nombre  entier  quel- 
conque, et  prenant 

(51)  /^  —  -j-  arc  tang  ^"_  ^  ±  «  tt  , 
ou 


(52)  ;>  —  ^  arc  tang    J-_^   ±(/;H-^) 


vr. 


Ces  deux  dernières  formules,  semblables  à  l'équation  (3),  représentent 
deux  droites  qui  se  coupent  à  angles  droits  et  qui  coïncident  avec  les 
axes  de  la  courbe  que  l'on  considère.  Ajoutons  que  l'on  tire  de  la  for- 
mule (50) 


I 
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3in2;7    C052P ,  I  2Bs\r]2p-{-{A—C]cosip 

~TB~  A  —  C  '  V[liB^-^[A-CY]   ^B^-^[A  —  CY  ' 

et  qu'en  conséquence  la  valeur  maximum  ou  minimum  de  l'expression  [4,^) 
sera 

(53)  ±^{iB^-^{A-CY]. 

On  arriverait  encore  à  celte  conclusion  en  partant  Je  l'cquation 

[zBsin  ip^{A—C)coszpY^^iBcos2p—{A-C)s\\MpY=iB'^[A—C)\ 

de  laquelle  il  résulte  que  la  valeur  numérique  de  l'expression  (4c>)  est 
toujours  inférieure  à  la  racine  carrée  de  la  somme  ^B-  -h[A  —  CY  , 
quand  la  différence  zBcosip  —  {A  —  C)slnip  a  une  valeur  diffé- 
rente de  zéro ,  et  devient  égale  à  cette  racine  carrée ,  dans  le  cas  où  la 
même  différence  s'évanouit.  Si  maintenant  on  substitue  successivement 
dans  la  formule  (18),  au  lieu  de  l'expression  {49),  sa  valeur  minimum 
—  \/[4B'-h{A—CY],  et  sa  valeur  maximum  -^y/[4B'- -^[A—CY]  , 
on  obtiendra  les  deux  équations 


Il  est  facile  de  s'assurer  que  les  valeurs  précédentes  de  r*  sont  les  deux 
racines  de  l'équation 

déjà  obtenue  dans  la    11.*  leçon    de  calcul  différentiel.   Comme  leur 
produit,   savoir  , 

A'' 

est   toujours   une   quantité   affectée    du   même   signe   que   la   différence 
AC—B-,  il  est  clair  qu'elles  seront  toutes  deux  positives,  si,  AC—B'' 

Levons  Je  M.  Cauchj.   i."  Année.  y 
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ctant  positif,  A,  C  ci  K  sont  des  quantités  de  même  signe.  Alors  les 
valeurs  nuiximum  et  minimum  de  /""  fourniront  deux  valeurs  réelles  maxi- 
mum et  minimum  du  rayon  vecteur  r.  Au  contraire,  la  valeur  minimum  de 
r-  restera  seule  positive,  et  la  valeur  correspondante  de  ;•  restera  seule 
réelle,  si  AC—B''  devient  négatif.  On  sait  effectivement  que  la  con- 
dition AC—B^  >  o  est  vérifiée  pour  l'ellipse,  qui  a  deux  axes  réels; 
et  la  condition  AC—B''  <o  pour  l'hyperbole,  qui  a  un  seul  axe  réel. 

Parmi  les  courbes  dont  les  diverses  propriétés  peuvent  être  plus  aisé- 
ment reconnues  quand  on  fait  usage  de  coordonnées  polaires  ,  nous 
citerons  tes  spirales ,  qui  forment  ordinairement  un  grand  nombre,  sou- 
vent même  une  infinité  de  révolutions  autour  de  l'origine,  cfe  manière  à 
s'approcher  ou  à  s'éloigner  de  plus  en  plus  de  cette  même  origine.  Les 
spirales  qui  ont  particulièrement  fixe  l'attention  des  géomètres,  sont  la 
spirale  d'Arclnmède ,  la  spirale  hyperbolique  et  la  spirale  logarithmique. 

Dans  la  spirale  d'Archimède ,  le  rayon  vecteur  r  croît  proportion- 
nellement à  l'angle  p.  Elle  a  donc  pour  équation  polaire 

(56)  r  =  ap  , 

a  désignant  une  quantité  constante.  Lorsque  cette  constante  est  posi- 
tive, on  ne  peut  attribuer  à  p  que  des  valeurs  positives,  puisque  r  ne 
doit  jamais  devenir  négatif.  Dans  la  même  hypothèse,  si  l'on  désigne 
par  R  la  valeur  de  r  correspondant  à  pzizi^TC ,  on  aura 

R  zzz.   z  a  -K  , 

et  si  l'on  fait  croître  l'angle  p  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini  positif,  le 
rayon  vecteur  r  variera  entre  les  mêmes  limites.  En  conséquence  ,  la 
courbe  pourra  être  considérée  comme  décrite  par  un  point  mobile 
qui,  partant  de  l'origine  des  coordonnées,  tournerait  une  infinité  de  fois, 
avec  un  mouvement  de  rotation  direct,  autour  de  cette  origine,  et  s'en 
éloignerait  indéfiniment.  Si  ,  dans  l'équation  {56)  ,  on  substitue  à  fa 
constante  a  le  rayon  vecteur  R ,  cette  équation  deviendra 
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(Î7)         '  ^  =  ^^. 

et  si  l'on  prend,  avec  Archimède,  le  rayon  R  pour  unité  de  longueur, 
on  aura  simplement 

(58)  ^=:-^- 


La  spirale  hyperbolicjue  est  celle  dont  on  obtient  l'équation  polaire 
en  écrivant  les  coordonnées  polaires  r  et  p  à  la  place  des  coordonnées 
rectangulaires  at  et  ^  dans  l'équation  xy:zzzii,  qui  représente  une 
hyperbole  équilatère  rapportée  à  ses  asymptotes.  Cette  spirale  sera  donc 
représentée  par  la  formule 

{59)  rp  —  a  ,  ou  '■—  "7* 

Si  l'on  suppose  la  constante  a  positive,  p  devra  l'être  pareillement;  et 
si  l'on  fait  varier  p  entre  les  limites  o,  00,  r  variera  entre  les  limites 
00,  o,  de  manière  que  l'oii  ait 

r  —z  00  pour  p  ziz  o  , 

et 

r  =  o  pour  p  rz:  00. 

En  conséquence  la  courbe  pourra  être  considérée  comme  décrite  par 
un  point  mobile  qui ,  partant  d'une  position  dans  laquelle  il  se  trou- 
verait placé  à  une  distance  infinie  de  l'origine  des  coordonnées,  tour- 
nerait une  infinité  de  fois  ,  avec  un  mouvement  de  rotation  direct  , 
autour  de  cette  origine,  et  s'en  approcherait  indéfiniment  sans  pouvoir 
jamais  l'atteindre,  r  ne  pouvant  s'évanouir  que  dans  le  cas  où  ie  nombre 
des  révolutions  deviendrait  infini.  Ajoutons  que  la  spirale  hyperbolique 
a  pour  asymptote  la  droite  parallèle  à  l'axe  des  x ,  et  dont  l'équation  en 
coordonnées  rectangulaires  est 
{60)  y   ■=::   a. 

En  effet ,  on  tire  de  l'équation  (jp)  combinée  avec  la  seconde  des  for- 
mules (1) 
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sin  V 

et  par  conséquent  y=^û,  pour  une  valeur  nulle   da  p ,  k  laquelle  cor- 
respond, comme  on  l'a  déjà  remarqué,  une  valeur  infinie  de  r. 

La  spirale  logarithmique  est  celle  dans  laquelle  l'angle  p  se  réduit  au 
logarithme  du  rayon  vecteur  r.  Si  les  logarithmes  sont  pris  dans  le  sys- 
tème dont  la  base  est  A  ,  et  indiqués  par  la  caractéristique  L,  alors,  en 
posant 

on  trouvera  pour  l'équation  polaire  de  la  spirale  logarithmique 

(6.)  \  p  —  L{r]=ial{r), 

ou 


(62) 


p 


Si  le  nombre  A  est  supérieur  à  l'unité,  la  constante  û  sera  positive^ 
Alors ,  tandis  que  p  variera  entre  les  limites 

p  r=  —  (x> ,       p  =  00  , 

r  sera  toujours  positif,  et  variera  entre  les  limites 

r  z^z  o  ,  r  =  00. 

De  plus,  on  aura  r=ri  pour/?:^o.  Cela  posé,  on  pourra  évidem- 
ment considérer  la  spirale  logarithmique  comme  décrite  par  un  point 
mobile  qui,  placé  d'abord  sur  le  demi-axe  polaire,  à  la  distance  i  de 
l'origine  des  coordonnées,  tournerait  une  infinité  de  fois,  avec  un  mou- 
vement de  rotation  direct  ou  rétrograde,  autour  de  cette  même  origine, 
de  manière  à  s'en  éloigner  indéfiniment  dans  le  premier  cas,  et  à  s'en 
rapprocher  indéfiniment  dans  le  second,  mais  sans  pouvoir  jamais  l'at- 
teindre. 
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Lorsqu'une  courbe  plane  est  représentée  par  une  équation  en  coor- 
données polaires,  pour  la  faire  tourner  autour  de  l'origine  de  manière 
que  chaque  rayon  vecteur  décrive  un  angle  égal  k  P ,  il  suffit  évidem- 
ment de  remplacer  ia  coordonnée/»  -par  p-^P,  en  ayant  soin  d'attribwer 
à  la  quantité  P  une  valeur  positive  ,  quand  le  mouvement  de  rotation 
est  direct ,  et  une  valeur  négative  dans  le  cas  contraire.  En  opérant 
comme  on  vient  de  le  dire  sur  l'équation  {6z),  on  obtiendra  la  formule 


F- 


—P 


(63)  r  =  e  '    ' 

qui  représentera  la  spirale  logarithmique  dans  une  position  nouvelle. 
Alors ,  si  l'on  désigne  par  R  le  rayon  vecteur  correspondant  à  p=zo , 
on  aura 

(64)  R  =  e~^' 

et  l'équation  (63)  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(^5)  r  =  Re''  ou  p  =  a[l{r)  —  /  {R)], 

Si,  dans  la  dernière  formule,  on  substitue  aux  coordonnées  r  et  p  leurs 
valeurs  en  x  et  y  tirées  des  équations  (i),  savoir, 

[66)         ;7  r=  arc  tang  ((^]) ,      r  =: /(a-h-/)  , 

on  retrouvera  précisément  l'équation  (4?)  de  la  première  leçon,  c'est-à- 
dire  ,  l'équation  de  la  spirale  logarithmique  en  coordonnées  rectangu- 
laires. 
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DOUZIÈME  LEÇON. 

Usage  des  Coordonnées  polaires  pour  la  détermination  de  l'Inclinaison , 
de  l'Arc ,  du  Rayon  de  courbure,  i^'c...  d'une   Courbe  plane. 


Si  l'on  veut  substituer  les  coordonnées  polaires  aux  coordonnées  rec- 
tangulaires, dans  ies  formules  qui  déterminent  l'inclinaison  ,  l'arc  ou  le 
rayon  de  courbure  d'une  courbe  plane ,  il  suffira  de  recourir  aux  équa- 
tions 
(i)  A-  :::r  r  cos/;  ,         yznzr^xwp. 

Ainsi,  par  exemple,  la  formule 
tang  -^  '. — 


(-) 


dx 


que  nous  avons  établie  dans  la  première  leçon  [page  36],  et  qui  fournit 
pour  l'angle  \  une  infinité  de  valeurs  numériques  dont  la  plus  petite 
est  linclinaison  de  la  courbe,  deviendra,  en  vertu  des  équations  (i)  , 

r  dp 

.       ,  ,  tang  ;'H 

tang  \ 


(3) 


i\npJr-t-rcospdp      

cospdr — ri\nydp 


rdp 

i-tang_;P-yf- 


et  l'on  en  conclura, 

rdp  tans  4- —  tangp  ,    i  , 

__i_  rz: S-ï^-i 5^  z=:  tang  (X— /> 

dr  i-t- tang -J, .  tang  n  o  ^   t         /    / 


OU 

(4) 


xi> 


coi{^—p)=-^ 


dp 
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On   pourrait,   au  reste,   établir  directement   la  formule  (4).  En  effet  , 
comme  on  a,  en  vertu  des  formules  (i)  et  (2), 

C0!'/7    fin/7  cos  4.   sin  ,], 

X        '  j/  d  X  dy 

on   trouvera 

,    s  /    [  \  C0?(4-— jPI     cos;7COî4--»-sin;;5in4-    xdx-^ydy 

^^ '  ^    '        '   ■  i\n(-\,—p)  cos^sin,]^  —  %\npcQ%\  xdy — ydx 

D'ailleurs  on  tire  des  équations  (i) 

[6)  r*- z=z  x'- ->,- y- ,  ^  =  arc  tang  M—]], 
et  par  suite 

2rar=z  zxcix -i- 2ydy ,         apz=t — ^ — n: — :- — - — , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  , 

(7)  rdr::^xdx-^ydy,         r^  dp  -=.  xdy — ydx. 

li  en  résulte  que  le  dernier  membre  de  la  formule  (5)  peut  être  réduit  à 

r  d  r  d  r      , 


r'  dp  rdp 


et  cette  formule  elle-même,  à  l'équation  (4). 

On  pourrait  encore  parvenir  très- aisément  à  la  formule  (4)  en 
s'appuyant  sur  les  principes  établis  dans  la  ^/  leçon.  En  effet ,  on  a  vu 
dans  ia  leçon  précédente  que  l'équation  polaire  d'une  droite  dont  les 
coordonnées  variables  sont  r  et  p ,  est  de  la  forme 

(8)  rsin  [p — \,)  ■=.  Rsm  [P — |/)  nr  coast.  ; 

et,  pour  que  cette  droite  touche  une  courbe  plane  en  un  point  donné, 
il  faudra  [voyei  h  p.*  leçon]  que  les  valeurs  des  quantités 
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dr 

relatives  au  point  dont  il  s'agit  restent  les  mêmes  dans  le  passage  de  la 
droite  à  la  courbe.  Or,  en  différenciant  l'équation  (^)  ,  on  obtient  la 
suivante  , 

(^)  sin  {/J  — 4/)  ^f -I- cos  (/;  — 4-)  •'■^Z' =  o  , 

qui  coïncide  avec  la  formule  [{).  Donc  cette  formule  devra  être  véri- 
fiée ,  pour  le  point  de  contact ,  par  les  valeurs  de  r  et   -, —  tirées  de 

l'équation  de  la  courbe. 

Dans  le  cas  où  l'on  prend  p  pour  variable  indépendante,  et  où  l'on 

désigne  par 

'         Il         III       p, 
r  ,      T  ,      T    ,      <>.c 

les  dérivées  successives  de  r  relatives  à  p ,  savoir, 

dr  d^r  d^T  „ 

)         —T-r-  '         —r—  J         OCC. 


dp  dp^  dpi 

l'équation  (4)  devient  simplement 

(lO)  COt{'\^—p)  =  ^' 

La  formule  (4)  ou  (lo)  une  fois  obtenue,  il  est  facile  de  trouver  les 
équations  polaires  de  la  tangente  et  de  la  normale  menées  à  une  courbe 
plane  par  un  point  donné.  Concevons,  par  exemple,  que,  p,  r  dési- 
gnant toujours  les  coordonnées  du  point  de  contact,  P,  R  deviennent 
les  coordonnées  variables  de  la  tangente.  L'équation  polaire  de  cette 
droite  sera 
(il)  Rsin{P — [.)  =  rsin(/7--|). 

pourvu  que  l'on  détermine  l'angle  4^  par  la  formule  (4)  ou  (lo).   Or, 
en   raisonnant   comme   on  l'a  fait  pour   établir  l'équation   (lo)  de    la 
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ri.^  leçon,  on  reconnaîtra  que  la  formule  (i  i)  peut  s'écrire  ainsi  qu'il 
suit  : 

/       \  BcoslP  —  p) — r  ,  /    I  \ 

^''^  RsLiP-p)        ^C0t(4-^). 

Donc,  en  remettant  pour  cot(4/— /»)  sa  valeur,  on  trouvera  définiti- 
vement 

-       >  P cos{P--p)  —  r    dr     r' 

^^^'  Rsini^P-p)  rdp  ~i~* 

Telle  est  l'équation  polaire  de  la  tangente.  Pour  obtenir  celle  de  la 
normale  ,  il  suffira  évidemment  de  remplacer  dans  la  formule  (12) 
l'angle  ^z  P^r  l'angle  -j' — —  O"  aura  donc,  en  désignant  par  P,  R 
les  coordonnées  variables  de  la  normale  , 

,      ..  Rcos(P  —  p)  —  r  ,   1  .  rdp  r 

('4)  rI^p!:,^     z^-tang(^-;.)  =  — ^=:-  — . 

Soit  maintenant  l'angle  0  compris  entre  la  courbe  que  l'on  considère 
et  le  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  le  rayon  r ,  c'est-à- 
dire  ,  l'angle  aigu  formé  par  la  tangente  à  la  courbe  avec  la  perpen- 
diculaire à  ce  rayon.  — y  sera  l'angle  aigu  compris  entre  le  même 

rayon  et  la  tangente,  et  par  conséquent  la  plus  petite  des  valeurs  numéf 
riques  de  \—p-  On  aura  donc 

tangu  =  ^^^\~ ^)  =^  ~  ^^^  (4""/')  » 

et  par  suite 

(15)      tangur=d=^  =  ±-^M-,      ou       {16)     tango  z=i!=-^. 

De  plus ,  comme  la  quantité  tang  u  sera  essentiellement  positive  ,  et 
que,  pour  de  très -petites  valeurs   numériques    de    Ap,    le   rapport 

Leç>ns  de  "  ^,  Cauchy.   i  /=  Année,  2 
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— —  se  trouvera  toujours  affecté  du  même  signe  que  sa  limite  -7— — '''» 

on  devra  évidemment,  dans  les  seconds  membres  des  équations  (15) 
et  (16)  ,  préférer  le  signe  -f-,  si ,  à  partir  du  point  [p,  r),  le  rayon  r 
croît  avec  l'angle  p ,  et  fe  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

Observons  encore  que  de  l'équation  (16)  on  déduit  immédiatement 
les  deux  suivantes , 

(17)  coso:=db      -I — —- ,      sin  t;  =  db— T-— ^ — r-^- 

Concevons  à  présent  que  l'on  désigne  par  s  l'arc  de  la  courbe  donnée, 
compté  à  partir  d'un  point  fixe  pris  sur  cette  courbe,  et  par  /  le  rayon 
de  courbure.  On  aura  [5.^  et  6.^  leçons] 

(i8)     dy=dx^^dy\        (ip)     '-=±±L£1=±ÉJL. 

En  substituant  dans  ces  dernières  formules  les  valeurs  de  x,y  tirées 
des  équations  (i),  on  trouve,  après  les  réductions  effectuées, 

(20)        ds^  =  dr^-^rUp\  (21)      I^±    r[drdy-.dpd^r)M-àr^^r^dp^)dp    .^ 

■f  [dr^'-i-r'Jp^)^ 


puis  on  en  conclut,  en  prenant  p  pour  variable  indépendante, 
^^_r--4-r     .  (23)     - 


/,      \        '/■f'     ,       ,        'z  I         \         •  _i        ''^  —  rT"-\^2.T 


Il  est  essentiel  d'observer  qu'on  abrège  les  calculs  et  qu'on  n'a  plus 
besoin  d'effectuer  aucune  réduction,  quand,  au  lieu  des  équations  (f), 
on  emploie  les  suivantes  , 

(24)  xH-^l/-r=r.^^^,        x^yy'-r=:-'-'^- 


r  e 


Ainsi ,  par  exemple,  en  prenant  x  pour  variable  indépendante,  on  tirera 
des  équations  (24) 


(^3) 


(2^ 
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dx  —  dy  ]/ —  I  =z  [r  —  r  \/^)  e    '    "  dp  , 

d\x -f- 4-^-|/Zr7  z=z[r"  —  r~+- 2  r'|/IH7)  e'    ~'  dp  , 
d^x — d-y\/ — I  =(/'  —  r — 2r'-\/ — .i)  e  dp. 


Or,  si  l'on  multiplie  l'une  par  l'autre,  i."  les  équations  (25),  2."  la 
seconde  des  e'quations  (25)  et  la  première  des  équations  (26)  ,  on  trou- 
vera immédiatement 

(27)    •  dx'-\-dy'  =  {r--^r")dp^  , 

et  l'on  reconnaîtra  que  la  différence  dxd^y~dy  d""  x  est  égale  au  coef- 
ficient de  -j/ — I  dans  le  produit 

{r  —  r  i/^  )  {r"  —  r -{- 2  r  i/^i)  d p^ , 

en  sorte  qu'elle  a  pour  valeur 

{28)  dxd'y  —  dyd^x=:[2r"~rr"-hr*)dpK 

Si  l'on  cessait  de  prendre  p  pour  variable  indépendante,  on  trouverait 

{zp)  dx'-  -h-dy^  ==  dr^  -^  r*  dp'^  , 

fj  o)        dx  d'-y  -'dyd'x  =  r  {dr d'p  —  d p  d^ r)  ~\- {2  dr  -4-  r^  dp'-  )  dp. 

En  ayant  égard  aux  formules  (27)  et  (28)  ou  (2p)  et  (30) ,  on  déduira 
évidemment  les  équations  (22)  et  (23)  ou  (20)  et  (21)  des  formules 
(18)  et  {19). 

Soient  maintenant  ^,  r  les  coordonnées  rectangulaires  du  centre  de 
courbure  correspondant  au  point  {x,y),  et  P,  R  les  coordonnées  po- 
laires du  même  centre  ,  liées  aux  premières  par  les  formules 

(31)  ^  =  RcosP,  ^=:zRs'mP. 
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O/i  aura  [voyei  la  7.^  leçon] 

^J     '  dx  — dy  dxd-y  —  dy  d^  x 

et  l'on  en  conclura 

/(ii->')-Hx(^  — x)    x{n-y)—y{l—x)    dx'-^dy'- 

ydx  —  xdy  xdx-^-ydy  dxd'y — dyd-x 

OU ,  ce  qui  revient  au  même  , 

I-4-/H — (x^-t-y)    xK — y^    dx'-^dy' 


(33)  " 


ydx — xdy  xd  x-i-ydy  dxd'y  —  dy  d^  x 


puis,  en  substituant  les  coordonnées  polaires  aux  coordonnées  rectan- 
gulaires à  l'aide  des  formules  (i),  (7),  (25)),  (30)  et  (3  1),  on  trouvera 

.  Rcos{P-p)-r    ;?sin(P-;^) dr^  -k-r^dp^ 

^34j  —rdp  7r  r{drd'p  —  dpd^r)->-lldr'-i-r'dp^)dp 

Si  l'on  prenait^  pour  variable  indépendante,  on  aurait  simplement 

(35)  I -cos(P-/7)zz:-^sin(P-;;)=r   ,^,lj^^'^^.   ' 

On  tire  de  cette  dernière  formule 

R  sm  (P  —  p)^=:r    — r > 

/?  cosfP  — p)  =  r  II r: -, -]=zr —m ■■^,,    > 

et  par  suite 

tang  \P—p)  = ~ ■> 


(37) 


R'-  = 


^  I  r^  -l-  r'^\'  -1-  r-i  l  r'^. 


r'-"  [r 


[2r''  —  rr"-+-  r-)' 

Ajoutons  que  la  formule  (35)  peut  s'écrire  comme  il  suit , 
(38)         ^—±ç:os{P-p)=A-s\n{P-p)=±:-,^/_^^..^ 


(39) 
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et  entraîne  par  conséquent  les  deux  équations 

R  sin  {P  —  p)=:dz.^^/^^,^^    f  —  ±fsmv, 

R  cos  {P-p)-r  =  rii    ^^,.^,,.)    f=:qzfcosv. 

II  serait  facile  de  parvenir  aux  formules  (21)  et  {^4)  >  en  partant  des 
principes  établis  dans  la  9.^  feçon.  En  effet ,  le  cercle  décrit  du  point 
{P,  R)  comme  centre,  avec  le  rayon  f,  a  pour  équation  polaire  [voyez 
la  leçon  précédente] 

(40)  r'--zRrcos'{P—p)-hR'=f\ 

Or,  admettons  que  le  même  cercle  devienne  osculateur  d'une  courbe 
donnée  en  un  certain  point  pris  sur  cette  courbe,  c'est-à-dire,  qu'il 
acquière  en  ce  point  avec  la  courbe  un  contact  du  second  ordre  ou  d'un 
ordre  plus  élevé.  Non-seulement  les  coordonnées  p,  r,  mais  encore  les 
différentielles  (ip,  d' p ,  dr ,  d'r  devront  conserver  les  mêmes  valeurs 
relatives  au  point  de  contact  dans  le  passage  du  cercle  à  la  courbe.  En 
d'autres  termes ,  les  valeurs  de 

p,     dp,    d'- p  ;     r,    dr,     d^  r , 

tirées  des  équations  de  la  courbe  ,  devront  satisfaire  à  l'équation  finie 

du  cercle  et  à  ses  équations  différentielles  du  premier   et  du  second 

ordre.  D'ailleurs,  ces  trois  dernières  équations  pouvant  s'écrire  comme 
il  suit  , 

(   [Rûn{p  —  P)Y-^[R<:o^{p  —  P)  —  r\  —  f, 
(4iK   Rrûn{p  —  P)dp-~[Rcos[p  —  P)  —  r]dr=o  , 

\  Rsin{p-P).[rdy^2dpdr]-[Rcos{p-P)-r]{d'r-rdp')  =  - {dr-^r'dp') , 

on  en  tirera  immédiatiment  la  formule 
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Rcoi{p-P)-r  __  Ps\n{p-P)  _        \[Rsm{p-P)y-i-[Rcos{p-P]-ry  ] 


r 


dp  dr  V[dr^-i-r^dp^)  V[dr^-+-r^dp') 

Rim{p-P).[rd'-p-^zJpdr)  —  {Rcoi{p-P)-T]{d'r-rdp^) 
r{drd'p  —  dpd^r)-^-[2dr^-t-r'  dp')dp 

dr^-^-r^dp'- 


r{drd^p  —  dpd^r)-i-{2dr^-i-r' dp^)dp 

cjiii  comprend  à  elle  seule  l'équation  (21)  et  la  formule  (54)- 

li  ne  sera  pas  inutile  d'observer  qu'on  pourrait  e'tablir  directement  et 
par  des  considérations  purement  géométriques  la  plupart  des  formules 
qui  précèdent.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  voir  en  peu  de  mots. 

Considérons  sur  une  courbe  plane  deux  points  très -voisins  dont  les 
coordonnées  polaires  soient  respectivement;?,  r,  etp-\~Ap,  r-+-Ar. 
Désignons  à  l'ordinaire  par  s  l'arc  de  la  courbe  renfermé  entre  un  point 
fixe  et  le  point  {P,  R),  et  par  v  l'angle  aigu  que  forment,  en  se  cou- 
pant, la  courbe  et  le  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  le 
rayon  r.  Les  arcs  compris,  sur  la  courbe  et  le  cercle  dont  il  s'agit, 
entre  les  rayons  vecteurs  r  et  r-^Ar,  seront  évidemment  représentés 
par  les  valeurs  numériques  des  deux  expressions 

As,        rAp; 

ei  si  l'on  nomme  co  l'angle  aigu  que  les  cordes  de  ces  arcs  forment 
entre  elles ,  ce  aura  précisément  pour  limite  la  quantité  v.  Ajoutons 
que  les  deux  cordes  et  la  longueur  itAr  composeront  un  triangle  rec- 
tangle dans  lequel  le  côté  "zïzAr  sera  opposé  à  l'angle  «.  Dans  le 
même  triangle,  lorsque  l'arc  itAj  deviendra  infiniment  petit,  l'angle 
opposé  à  la  corde  de  cet  arc  différera  très -peu  d'un  angle  droit,  et 
pourra  être  représenté  en  conséquence  par 

e  désignant  une  quantité  infiniment  petite.  Par  suite  ,  le  troisième 
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angle  oppose  à  la  corde  de  l'arc  ztzrAp,  sera 


Z «  =p  e  , 


et,  en  comparant  deux  à  deux  les  sinus  des  angles  aux  côtés  qui  leur 
sont  opposés,  on  établira  les  équations 


Ar     sin  M  ,        rAp 

As     ~ 

sm 


sin  (-^ w  =p  e  ] 


'^"(t-— 0  ^'  sin(-J-±g) 

desquelles  on  tirera,  en  écrivant  cos(a>±:e)  au  lieu  de  sin  ( — (i)q=ej} 
et  passant  aux  limites, 

U\  _i_  ^''  •  ^j_  ^'^P  _^- 

2)  zr:-r-=sin  ti ,  rn    ,  - ■  =^  cos  v. 

'  as  as 

Si  l'on  divise  les  formules  (4 2)  l'une  par  l'autre,  on  retrouvera  l'équa- 
tion (15).  Si  au  contraire  on  les  ajoute,  après  avoir  élevé  au  carré  les 
deux  membres  de  chacune  d'elles,  on  obtiendra  la  formule 

(f  r-  -+-  r'  dp'' 

-   =   I    , 


ds^ 

qui  coïncide  avec  l'équation  (20). 

Considérons  maintenant  le  triangle  qui  a  pour  sommets  l'origine 
des  coordonnées ,  le  point  (/? ,  r)  de  la  courbe  plane ,  et  le  centre  de 
courbure  correspondant  à  ce  point.  Si  l'on  désigne  par  /  le  rayon  de 
courbure,  et  par  [P ,  R)  les  coordonnées  du  centre  de  courbure,  les 
trois  côtés  du  triangle  seront  respectivement  r,  R  et  f.  De  plus,  il  est 
clair  que,  dans  le  même  triangle,  l'angle  aigu  ou  obtus  compris  entre 
le  rayon  vecteur  r  et  le  rayon  de  courbure  /,  perpendiculaire  à  la 
tangente  ,  sera  équivalent  à  l'angle  t;  compris  entre  la  tangente  et  la 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur,  ou  au  supplément  de  l'angle  v.  Enfin, 
si  l'on  nomme  .cA  l'angle  renfermé  entre  les  rayons  vecteurs  r  et  R ,  on 
aura  évidemment  [voyei  l'équation  (jp)  de  la  leçon  précédente] 
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(43)  ±S^=zp  —  P±L^ti'7ir, 

n  désignant  un  nombre  entier  qui  pourra  se  réduire  à  zéro.  Quant  au 
troisième  angle ,  il  aura  pour  supplément  la  sojnme  des  deux  autres  , 
savoir , 

J^-t-O,  ou  S^-k-TT  —  V. 

Cela  posé,  si  l'on  compare  les  sinus  des  trois  angles  aux  trois  côtés,  on 
trouvera 

sin  u  sin /•  sin(u-l-t^) 

(44)  -«-  =  -7-= f"—' 

et  l'on  en  conclura 

(     /?  sin  J^  =  /  sin  u  ," 
^^^'  j     /?cosJ\  — r  =  qr/cosw. 

Si  dans  ces  dernières  formules  on  remplace  l'angle  <A  par  sa  valeur 
tirée  de  l'équation  {if},  on  obtiendra  de  nouveau  les  formules  (3^). 

Il  nous  reste  à  montrer  quelques  applications  des  formules  générales 
que  nous  avons  établies. 

Si  nous  considérons  la  spirale  d'Archimède  représentée  par  l'équa- 
tion 

(46)  r  =  ap. 
on  trouvera 

(47)  r'  ■=  a ,  r"  z=z  Q , 

et  par  suite,  en  supposant  la  constante  a  positive  , 

(48)  tango  =r  cot(4/-/j)  =  -^> 

En  même  temps  les  formules  (37)  donneront 


DU  CALCUL  INFINITESIMAL.  185 

j    iang{P-p)=p-h-^, 

(50)  ( 

Cela  posé,  on  aura,  pour  une  valeur  nulle  de  l'angle  p  , 

(51)  tangtj  — cot(4)=:tangPr=  ^,     ^="T'     /  =  ^  =  T"  ' 
et  ,  pour  une  valeur  infinie  de  /<  , 

(52)  tangv:=:o,    tj  =z  o  ,     tang  (P— /')  zzz — >     —  :=zo,    /?=ri/. 

On  conclut  aisément  de  ces  diverses  formules,  i .°  que  la  spirale 
d'Archimède  touche,  à  l'origine  des  coordonnées,  le  demi-axe  polaire; 
i.''  que,  pour   des  valeurs  croissantes  de  p,   l'angle  v   et   la   courbure 

—  décroissent  indéfiniment  dans  cette  même  spirale  ,  tandis  que  la 
valeur  de  R  croît  sans  cesse,  mais  de  manière  à  demeurer  comprise 
entre  les  limites  R  z:^  — ,  R  :=z  a  ;  3.°  que,  pour  des  valeurs  très- 
considérables  de  /',  le  rayon  R  mené  de  l'origine  au  centre  de  courbure 
devient  sensiblement  égal  à  la  longueur  ii .  et  sensiblement  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur  r.  Ajoutons  que  ,  si ,  dans  la  première  des 
formules  (50),  on  substitue  la  valeur  réelle  et  positive  de  p  tirée  de  la 
seconde,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  formule 

,    _  -^v/(^-^). 

on  trouvera  pour  l'équation  polaire  de  la  développée 


tang(  P 


Leçonsde  M.Cauchy.  i.«  Année,  Ail 
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Cette  développée  est  évidemment  une  nouvelle  spirale  qui  offre  un 
point  d'arrêt  correspondant  aux  coordonnées  Rziz  —  ,  /'  =  —  ',  qui  est 
normale  en  ce  point  au  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec 
le  rayon  —5  et  qui,  en  s'éloignant  de  ce  même  cercle  ,  fait  une  infi- 
nité de  révolutions  autour  de  l'origine,  de  manière  à  s'approcher  de 
plus  en  plus  de  la  circonférence  d'un  second  cercle  concentrique  au 
premier  et  décrit  avec  un  rayon  deux  fois  plus  grand.  Comme  la  nou- 
velle spirale  et  la  circonférence  qui  s'en  approché  indéfiniment  ne  se 
rencontreront  jamais,  on  peut  dire  que  ces  deux  courbes  sont  asymp- 
totes l'une  de  l'autre. 

Si  à  la  spirale  d'Archimède  on  substituait  celle  qui  a  pour  équation 

i5i)  r  =  ap" , 

on  trouverait 


(55)        r'^z/rt^"-' =:-^,     r"z^n[n  —  i)np''~'-'=^ : » 


et  par  suite 

(56)  tangt;  =  cot(4— /')=y  , 

I     7!  (n -4- I  )-(-;>=  r 


Trr  > 


(57) 
(58) 

Si,  dans  les  formules  qui  précèdent,  on  suppose  fa  constante  «  posi- 
tive, on  trouvera  encore,  pour  une  valeur  nulle  de  p , 

(5P)  tangos  cot4=:^,  „  — -^, 

et  pour  une  valeur  infinie  de  p , 
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{60)  tangt»==o,      t;::=o,      tang(f*— /^)=  —  • 


On  en  conclura  que  la  courbe  touche  à  i origine  le  demi-axe  polaire, 
et  devient,  pour  de  grandes  valeurs  de  p ,  sensiblement  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur  r.  Dans  la  même  hypothèse,  les  valeurs  de  f  et  de  R, 
correspondantes  à  des  valeurs  nulles  ou  infinies  de  l'angle  p,  seront, 
comme  cet  angle  ,  nulles  ou  infinies  ,  à  moins  que  Ton  ne  suppose 
ti=i  ,  c'est-à-dire,  à  moins  que  la  courbe  (54)  ne  se  réduise  à  la  spirale 
d'Archimède.  Ajoutons  que,  pour  obtenir  la  développée,  il  suffira  d'é- 
liminer p  entre  les  équations  (58). 

Si  l'on  considère  la  spirale  hyperbolique  représentée  par  l'équation 

{61)  rp  z=  a. 


on   trouvera 

(^2) 

r       .  — 

a 

P^ 

-  ■) 

r 

2.a 

et  par 

suite , 

en 

supposant 

la 

:onstante  a 

positive  , 

(^3) 

tang  V 

col 

■(+■ 

-P)=^ 

r 
» 

P 

m 

I 
f 

p' 

I 

{' 

-t-p^ 

)^      ^ 

ï 

(^5) 


tang  {P  —  p)z=p-\-  -^, 


Cela  posé,  on  aura,  pour  une  valeur  nulle  dç  p , 

[66)  tang  o  =  cot'v|/=  tang/' =r — ,     lizz:  — >    f^^R 
et  pour  une  valeur  infinie  de  p , 

(67)  tango=ro,     i^  ^  o ,      tang(P— /»)  =:-^  >    f^R 


■TT  n  I 

> 


Aa' 
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On  conclut  aisément  de  ces  diverses  formules,  i .°  que  l'angle  v  est 
sensiblement  droit  et  la  courbure  sensiblement  nulle  pour  de  très- 
petites  valeurs  de  p ,  c'est-à-dire,  dans  la  partie  de  la  spirale  hyperbo- 
lique qui  est  très-éloignée  de  l'origine  et  se  confond  à  très- peu  près 
avec  l'asymptote  de  cette  courbe;  2.°  que,  pour  des  valeurs  croissantes 
de  l'angle  p,  l'angle  v  diminue  sans  cesse  depuis  ui=:->  jusqu'à  urzo, 
et  qu'on  peut  en  dire  autant  du  rayon  de  courbure  f  et  du  rayon  vec- 
teur R,  dont  les  valeurs,  d'abord  très-grandes  ,  finissent  par  s'évanouir. 
Ajoutons  qu'il  suffira  d'éliminer  p  entre  les  formules  (65)  pour  obtenir 
l'équation  de  la  développée,  qui  sera  ime  nouvelle  spirale,  et  qui  aura, 
comme  la  spirale  hyperbolique  ,  la  propriété  remarquable  de  s'approcher 
indéfiniment  de  l'origine,  sans  pouvoir  jamais  l'atteindre. 

Considérons  enfin  la  spirale  logarithmique  représentée  par  l'équation 

(68)  r  =:  e'^  , 

On   trouvera 

et  par  suite 

{70)  taugv^cot{^-p)  —  -^, 

(71)  ^=^n_J_y  ^''  — (H_-^)V  — rséco. 

La  formule  (70)  suffit  pour  faire  voir  que  la  tangente  et  la  normale  à 
la  courbe  forment  constamment  les  mêmes  angles  avec  le  rayon  vec- 
teur r.  On  déduit  immédiatement  de  cette  remarque  les  constructions 
géométriques  précédemment  indiquées  [  page  4^  ]  comme  propres  à 
fournir  toutes  les  droites  tangentes  et  normales  menées  à  la  courbe  par 
un  point  donné.  De  plus,  on  tire  des  formules  (36) 
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(,,)  I     /?sin(P-,)  =  .'  =  -^. 

/     R  cos  [P  —  p)  z:r  o  ; 
et   i'on   en   conclut 
{■j^)  cos  {P—p)^=  o  ,      sin(P— /7)=i, 

(74)  ^  =  ^' 

La  plus  petite  valeur  positive  de  P  qui  puisse  vérifier  les  équations 
(73)  étant 

(75)  P  =  P-^~^ 

on  peut  affirmer  que  les  rayons  vecteurs  r  et  R  de  la  courbe  et  de  sa 
développée  se  coupent  à  angles  droits,  ou,  en  d'autres  termes,  que  r 
et  R  sont  les  deux  côtés  d'un  triangle  rectangle  qui  a  pour  hypothé- 
nuse  le  rayon  de  courbure.  Enfin ,  si  l'on  élimine  r  et  p  entre  les  for- 
mules (68),  (74)  et  (75),  on  trouvera  pour  l'équation  polaire  de  la 
développée 

(76)  R  =  —e"^        '^=e''^       ''         ^^-1 

En  remplaçant ,  dans  cette  dernière  formule  ,  R  par  r ,  et  P  par 
p -i- -^ -i- û / {a) ,  on  serait  évidemment  ramené  à  l'équation  {68).  Il  en 

résulte  ,  i .'  que  la  spirale  logarithmique  et  sa  développée  sont  deux 
courbes.de  même  forme  et  de  mêmes  dimensions;  2°  que,  pour  obte- 
nir la  développée ,  il  suffit  de  faire  tourner  la  développante  autour  de 
l'origine,  de  manière  que  chacun  de  ses  points  décrive,  avec  un  mouve- 
ment de  rotation  direct,  un  angle  égal  à \-ûI(û). 
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TREIZIÈME  LEÇON. 

De  la  Tangente  et  des  Plans  tangens,  des  Normales  et  du  Plan  normal 
à  une  Courbe  quelconque  en  un  point  donné.  Asymptotes  et  Points 
singuliers  des  Courbes  tracées  dans  l'espace. 


Considérons  une  courbe  quelconque  représentée  par  deux  équations 
entre  trois  coordonnées  rectangulaires  x,y,  1.  Désignons  par  A  a-,  Ajk, 
A^  les  accroissemens  simultanés  que  prennent  x,y,  i  dans  le  passage 
d'un  point  à  un  autre,  et  par  a,  b,  c  les  angles  que  forme  avec  les 
demi-axes  des  coordonnées  positives  la  corde  ou  sécante  menée  du 
point  (v,/,  2)  ^"  point  [x  ~\-^x ,  y-\-à.y ,  ^-f-A^).  Les  équations 
(4)  et  (6)  des  Préliminaires  donneront 

(0   COS^  =  ^(^^._^^*,^^^.j'  *^°^^  =  /(Ax'H-A!^^H-dr)'   ''°''  =  /(Ax'-+-A/H-Ar)' 
^    .  cos  a     cos  b     cos  c 

Si  d'ailleurs  on  représente  par    ^  ,  n  ,  C^   les  coordonnées   d'un   point 
quelconque  de  la  corde  dont  il  s'agit ,  on  aura  encore 

(3)  J.=1I.^_^  =  IZ1L, 

\  J'  cos  a  cos  b  cos  c 

et  par  suite 

V^l  A  X  A_y  A  ^ 

On  pourrait,  au  reste,  établir  directement  cette  dernière  équation  en  pro- 
jetant successivement  sur  les  trois  axes  des  ^ ,  y ,  1  les  deux  longueurs 
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comprises,  d'une  part,  entre  le  point  (.v,  y ,  ^)  et  le  point  (^,  r,  Z^, 
de  l'autre,  entre  les  points  {x,y,  3)  et  (x-h-Ax,  y-^ùn-y ,  ^-HAr). 
En  effet,  il  serait  facile  de  reconnaître,  i.°  que  chacune  des  fractions 
comprises  dans  la  formule  (4)  est  équivalente,  au  signe  près,  au  rapport 
entre  les  projections  des  deux  longueurs  sur  un  même  axe  ,  et  par 
conséquent  au  rapport  des  longueurs  elles-mêmes  ;  2.°  que  ces  trois  frac- 
tions sont  des  quantités  de  même  signe,  savoir,  des  quantités  positives, 
lorsque  les  points  (^,  n,  ^)  et  (.v-+-Aa-,  y->r^y ,  ^-H-^s)  sont  situés 
du  même  côté  par  rapport  au  point  {x ,  y ,  3),  et  des  quantités  néga- 
tives dans  le  cas  contraire.  La  formule  (4)  ainsi  établie  s'étend  évidem- 
ment au  cas  même  où  l'on  désignerait  par  x ,  y ,  1  des  coordonnées 
rectilignes  obliques. 

Concevons  à  présent  que  le  point  (x-t-Ax,  y-k-ù^y,  ^-H ^s)  vienne 
à  se  rapprocher  indéfiniment  du  point  {x ,  y ,  ^).  La  sécante  qui  joint 
les  deux  points  tendra  de  plus  en  plus  à  se  confondre  avec  une  cer- 
taine droite  que  l'on  nomme  tangente  à  la  courbe  donnée,  et  qui  touche 
la  courbe  au  point  [x,  y,  ^).  Pour  obtenir  les  angles  et,  /3,  y  que  forme 
cette  tangente  prolongée  dans  un  certain  sens  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  ,  il  suffira  de  chercher  les  limites  vers  lesquelks 
convergent  les  angles  a,  h,  c,  tandis  que  les  différences  Ax,  A/,  A^ 
deviennent  infiniment  petites.  Cela  posé,  si  l'on  a  égard  au  principe 
établi  à  la  page  \6  du  calcul  différentiel  ,  on  tirera  des  équations  (i) 
et  (2) 

I   \                             '^  ^  n  '^y  '^Z  • 

(5)     COScC  =  ■ — -— -—■,  COSp  =: -TT-7-; — ^-ï — TTv'  COS7  =  -;7-ri — j-i — 7T->» 

1/^  cosa  cos /S  cos -y 


d  X  dy  d  ^ 

Si,  de  plus,  on  nomme  ^,  «,  C  ^^s  coordonnées  d'un  point  quelconque; 
non  plus  d'une  sécante,  mais  de  la  tangente  à  la  courbe,  la  formule (18) 
des  Préliminaires  donnera 

{7)"  ^-^    ::::;    "-J^    __    C-^    ^ 

^''  cosa  cos /J  cos  > 
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et  i'on  en   conclura 

\^)  dx  dy  di       ' 

Les  formules  (5),  (é),  (8)  subsistent,  quelle  que  soit  ta  variable  indé- 
pendante. La  dernière  peut  être  immédiatement  déduite  de  l'équation 
(4)  ;  et  par  conséquent  la  formule  (8)  s'étend  au  cas  même  où  l'on  dé- 
signe par  X,  y,  i  des  coordonnées  rectilignes ,  mais  obliques. 

On  dit  qu'un  plan  est  tûiigent  à  une  courbe  en  un  point  donné , 
quand  il  passe  par  la  tangente  en  ce  même  point.  D'après  cette  défini- 
tion il  est  clair  que  par  un  point  donné  sur  une  courbe  quelconque 
on  peut  mener  à  cette  courbe  une  infinité  de  plans  tangens. 

On  dit  qu'une  droite  est  normale  à  une  courbe,  en  un  point  donné, 
lorsqu'elle  est  perpendiculaire  à  la  tangente  en  ce  point.  Cela  posé  ,  on 
pourra  évidemment  mener  à  une  courbe  par  chaque  point  une  infinité 
de  normales  qui  seront  toutes  comprises  dans  un  même  plan.  Ce  plan 
unique  est  ce  qu'on  nomme  le  pian  normal.  Si  l'on  appelle  toujours 
au,  Q,  y  les  angles  formés  par  la  tangente  à  la  courbe  que  l'on  con- 
sidère avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  et  si  de  plus  on 
désigne  par  ^,  r ,  T  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  plan 
normal,  l'équation  de  ce  plan  [voyei  la  formule  {66)  des  Préliminaires] 
sera 
{9)  {^  — x)cos CL -{~{^— y)  cosfè-\-{^  —  z) cosy=zo  , 

ou,  si  l'on  a  égard  à  la  formule  (6)  , 

(10)  (^  — .v)^x-f-(>i— 7)^/-f-(^  — z)^Z  =  o. 

Cette  dernière  formule  subsiste,  quelle  que  soit  la  variable  indépendante. 
Soient  maintenant 

(11)  «  =  o  ,  V  =  0 

les  deux  équations  de  la  courbe  donnée,  c"est-à-dire,  les  équations  de 
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deux  surfaces  qui  la  renferment,   en  sorte  que  u  et  v  de'signent  deux 
^fonctions  des  trois  variables  x,y,  i.  On  tirera  des  formules  (i  i) 


du    ,  du    ,  du    , 


dv    .  dv     j  dv    , 

V        dx'^^-^Ty'^y-^dl'^Z^^o; 
puis,  en  ayant  égard  à  la  formule  (6)  , 

(du  du  ^  du 

\       —  cos  et  -+-  —  cos  (b  -f-  "tr  cos  y  =  o  , 

]         dx  dy  '^  di  ' 

('3)  ( 

\  dv  dv  ^         dv 

I       -p  cosct-J-  — coSjb-H  — cosy  =  o. 

r  ax  dy  a^ 

Ces  dernières ,  jointe^  à  l'équation 

(  1 4)  cos  "  oL  -H  cos*  /3  -1-  cos^  y  =  I  ,• 

suffiront  pour  déterminer,  aux  signes  près,  les  valeurs  de  cos*,  cos/3, 
cos  y.  On  en  conclura  effectivement 

,       .  cos  a,  COS&  cos  > 

('5)  ~  "" 


du  dv 

TyTi 

du  dv 
di  dy 

du  dv 

TiTx~ 

I 

du  dv 
~  TxJi 

du  dv 
dx  dy 

du  dv 
dy  dx 

r  l  du  dv         du  dvK'-         /du  dv        du  dv\-         f  du  dv        du  dv\^~\^ 
l\d}dl~dldj'j~^\dld^~~d^dl)~^[did}~d}d^)    J 

Cela  posé,  les  formules  (7)  et  (9),   c'est-à-dire,  les  équations  de  la 
tangente  et  du  plan  normal ,  deviendront 

{16)  ^-'^  -  "-"  —  ^-^ 


du  dv 
dy^d^ 

du  dv 
dldy 

du  dv 

TiJx~ 

du  dv 
~  d^dl 

du  dv 
dx  dy 

du  dv    ' 
dy  dx 

et 

/._\    (dudv   ■    dudv\.y        .         Idiidv       dudv\,  v         1  du  dv       dudv\,^        . 

Ajoutons  que  la  formule  [i6)  peut  être  remplacée  par  les  deux  équations 

Uçoni  de  AJ,  Cauchj:  i ."  Année.  g  ^ 
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{  ,  y  y    du  ,  ^    d  U  ,  y,  ^    d  II 

\  ,  u  ,    d  V  ,  ^   d  V  ,y.  s    dv 

que  l'on  déduit  immédiatement  des  équations  (12)  combinées  avec  la 
formule  (8).  Les  équations  (r8),  toutes  deux  linéaires  par  rapport  aux 
variables  ^,  >i,  ^,  représentent  deux  plans  qui  se  coupent  suivant  la 
tangente  ,  et  qui  correspondent  aux  deux  surfaces  dont  l'intersection 
produit  la  courbe  donnée.  De  plus,  il  résulte  évidemment  des  formulés 
(12)  et  (18)  comparées  entre  elles  que,  pour  obtenir  les  é^juations  de  la 
langeiite  à  une  courbe  quelconque ,  il  sufiî  de  remplacer ,  dans  les  équations 
différentielles  de  la  courbe ,  les  différentielles  dx  ,  dy ,  di  par  les  différences 
finies    ^  —  x,   n—y,    C,—  Z' 

Lorsque  u  est  une  fonction  de»  seules  variables  x,  y ,  la  première  des 
formules  (ii)   représente  la  projection  de  la  courbe   sur  le    plan  des 
..V,  y.   Dans  le  même  cas,  la  première  des  équations  (i  8) ,  réduite  à  la 
forme 

représente  à-la-fois  la  tangente  de  la  projection  et  la  projection  de  la 
tangente.  La  remarque  que  nous  venons  de  faire  étant  indépendante 
de  la  position  du  plan  des  .v,  y ,  il  est  permis  de  conclure  que  la  pro- 
jection de  la  tangente  à  une  courbe  quelconque  sar  un  plan  donné  se  confond 
toujours  avec  la  tangente  de  la  courbe  projetée  sur  le  même  plan.  On  pourrait 
encore  établir  ce  principe  par  la  seule  géométrie.  En  effet,  soit  [P)  un 
point  choisi  à  volonté  sur  une  .courbe  quelconque,  et  [Q)  un  second 
point  très-voisin  du  premier.  Supposons  de  plus  que,  la  courbe  étant 
projetée  sur  un  plan  donné,  on  désigne  par  [p)  la  projection  du  point 
iP)y  et  par  [q)  la  projection  du  point  [Q).  Enfin,  concevons  que  le 
point  (Q)  vienne  à  se  rapprocher  indéfiniment  du  point  {P),  ce  qui  ne  - 
peut  avoir  lieu  sans  que  le  point  [q)  se  rapproche  lui-même  indéfi- 
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niment  du  point  {p).  La  sécante  ^^  de  ]a  courbe  consiilcrce  dans 
iespace  aura  évideinment  pour  projection  la  sécante  p^  de  la  courbe 
projetée;  et  comme  cette  proposition  sera  vraie,  quelque  petite  que 
soit  la  distance  des  points  (P)  et  {Q) ,  on  peut  affirmer  qu'elle  sub- 
sistera encore  à  la  limite,  c'est-à-dire,  lorsque  les  sécantes  PQ,  pq  se 
transformeront  dans  les  tangentes  menées  à  la  courbe  proposée  par  le 
point  {P) ,   et  à  !a  courbe  projetée  par  le  point   [p). 

Nous  allons  maintenant  montrer  quelques  applications  des  formules 
qui  précèdent. 

y.""  Exemple.  Considérons  l'ellipse  produite  par  l'intersection  du 
cylindre  à  base  circulaire  qui  a  pour  équation 

(20)  .y"H-/  =  /?^, 
et  du   plaiî 

(21)  Ax  -^  By  -^  Cl  —  D. 

Les  équations  différentielles  de  cette  ellipse  étant  respectivement 

(22)  xdx -\- ydyz^  o  ,      A dx  -h  Bdy  -^  Cdi=z  o  , 

les  angles  a,  /3 ,  y,  formés  par  la  tangente  avec  les  demi -axes  des 
coordonnées  positives,  vérifieront  les  deux  formules 

(23)  .vcosct-h^cos/3  =  G,     /i  cosctH-^cos/S-t-Ccosy  =  o. 
On  aura  en  conséquence 

cos  a    co>)S    cos  ■)-  [_  I 


De  plus,  on  trouvera  pour  les  équations  de  la  tangente 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même  , 

(25)  x^-\-yT  —  R^,     AI^By-^C^  =  D; 

Bb'- 
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et  l'équation  du  plan  normal  deviendra 

ii6)  C{^y-^x)-^-{Bx-Ay){^-z)  =  o. 

Les  équations  (25)  représentent,  comme  on  devait  s'y  attendre,  la  tan- 
gente au  cercle  qui  sert  de  base  au  cylindre  dans  le  plan  des  x,y,  et 
ie  plan  même  de  la  courbe  que  l'on  considère. 

2.'  Exemple.    Considérons  la  courbe  produite   par   l'intersection  du 
cône  droit  à  base  circulaire,  qui  a  pour  équation 

{27)  x^_t-/  =  ^^2^ 

et  du  plan 

(28)  Ax  -^  Bj-{-  Cz  =  D. 

On  trouvera  pour  les  équations  de  la  tangente 

(29)  x^-\-yr  =  a'z^r     A^-h  B^  ~\- C^— D , 
et  pour  l'équation  du  plan  normal 

(30)  C{ly-rx)^{Bi-A^)a^Z^{Bx-Ay){t,-i-a^l)  =  o. 

Les  équations  (29)  représentent ,  comme  on  devait  s'y  attendre ,  deux 
plans  dont  l'un  passe  par  l'origine  et  par  une  génératrice  du  cône  , 
tandis  que  l'autre  se  confond  avec  ie  plan  de  la  courbe.  Il  suffit  de 
construire  ces  deux  plans  pour  tracer  la  tangente  à  la  courbe  proposée, 
qui  peut  être  une  section  conique  quelconque. 

j'./  Exemple.   Considérons  la  courbe  produite  par  l'intersection  de  la 
sphère 

(31)  X'  -\- y'  -^- z'  —  R^ 
et  du  cylindre  droit 

(32)  [x — hRY-^z'-  =  ^R"^     ou     A-'-/?x+^^  =  o; 

dont  la  base  est  un  cercle  qui  a  pour  diamètre  le  rayon  de  la  sphère. 
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Cette  courbe  aura  évidemment  pour  projections,  sur  le  plan   des  x,y, 
la  parabole 
[II)  f  =  R{R  —  x); 

sur  le  plan  des  Z'  ■'^>  '^  cercle  qui  sert  de  base  au  cylindre,  et  sur  le 
plan  des  y,  i,  la.  lemniscate  représentée  par  l'équation 

Donc  la  tangente  à  la  courbe  proposée  aura  pour  projections  sur  les 
plans  coordonnés  les  tangentes  à  la  parabole  au  cercle  et  à  la  lemnis- 
cate ,  c'est-à-dire ,  les  trois  droites  représentées  par  les  équations 

l    y,-^^R^=:R[R  —  ~x), 

(35)  (^•--^/?)^-+-z^=-^/?^. 

(    R'z<:^  —  {R'  —  2y')yri=y-. 

Quant  à  l'équation  du  plan  normal,  elle  peut  être  présentée  sous 
la  forme 

A  l'inspection  de   cette  dernière,  on  reconnaît  immédiatement  que  le 
plan  normal  renferme  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  (v,^). 

^.'  Exemple.  On  nomme  /le'lice  une  courbe  tracée  sur  la  surface  d  un 
cylindre  droit  à  base  circulaire,  de  manière  que  la  tangente  à  la  courbe 
forme  toujours  le  même  angle  avec  la  génératrice  du  cylindre.  Suppo- 
sons, pour  fixer  les  idées,  que  i'axe  du  cylindre,  qu'on  peut  aussi  ap- 
peler l'axe  de  l'hélice ,  se  confonde  avec  l'axe  des  i,  et  que  la  base  du 
cylindre  coïncide  avec  le  cercle  représenté  par  l'équation 

(37)  x--^y^  =  R\ 

Considérons  ,   dans  ce  même   cercle  ,   un   rayon   mobile  qui ,   d'abord 
appliqué  sur  le  demi -axe  des  x  positives,  tourne  autour  de  i'origine 
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avec  un  mouvement  de  rotation  direct  ou  rétrograde.  Enfin,  nommons 
p  i'angle  variable  que  ce  rayon  décrit,  pris  avec  le  signe  +,  dans  le 
cas  où  le  mouvement  de  rotation  est  direct ,  et  avec  le  signe  —  dans 
le  cas  contraire.  Il  suffira  ,  pour  construire  une  hélice  ,  de  concevoir 
qu'à  partir  de  l'extrémité  du  rayon  mobile  on  porte  sur  la  génératrice 
du  cylindre ,  dans  le  sens  des  1  positives  lorsque  p  "sera  positif,  et  dans 
le  sens  des  1  négatives  lorsque  p  deviendra  négatif,  une  longueur 
proportionnelle  à  l'angle  li/»,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'arc 
rt /?/?  compris  entre  les  côtés  de  cet  angle,  et  représentée  en  consé- 
quence par  un  produit  de  la  forme  dtzûRp  [a  désignant  un  nombre 
constant].  En  effet,  soient  .v,  y,  1  les  coordonnées  de  la  courbe  décrite 
par  l'extrémité  de  cette  longueur  :  on  aura  évidemment 

[■^^)  x^zRcosp,     yzi^Rsinp,     z=:aRp, 

et  l'on  en  conclura 

(39)  dx  z=z  — Rs'mdp ,     dy=zRcospdp,     di^i^a  Rdp. 

Cela  posé,  les  formules  (5)  donneront 


(40)       cosct:=: 77 — ^-TT'   cosp=::— 77 — =-— -  ?   cosy  =  — n rr 

Or,  il  résuite  évidemment  de  la  dernière  des  équations  (4o)  que  l'angle 
7  formé  par  la  tangente  à  la  courbe  avec  l'axe  des  1 ,  et  par  suite  avec 
la  génératrice  du  cylindre  ,  est  un  angle  constant. 

Pour  obtenir  les  équations  de  l'hélice  en  coordonnées  rectangulaires, 
il  suffirait  d'éliminer  p  entre  les  formules  (3  8).  Si  l'on  commence  par 
éliminer/?  entre  les  deux  premières,  on  retrouvera  l'équation  (37),  qui 
est  effectivement  une  des  équations  de  la  courbe.  De  plus,  on  tire  des 
formules  (3  8) 

I-  —  tang  p  ,  p  =  aTC  tang  ((^)) , 

et  par  suite 
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(40        -^=tang^,     ou      2  =  .2/?arciang((-^]]. 

Cette  dernière  équation  représente  fa  surface  helicoiJe  engendrée  par 
une  droite  qui  reste  toujours  comprise  dans  un  plan  mobile  perpendi- 
culaire à  l'axe  des  1,  qui  rencontre  cet  axe  au  même  point  que  le  pian, 
et  qui  tourne  autour  du  point  de  rencontre  de  manière  à  décrire  dans 
le  plan  mobile  des  angles  proportionnels  aux  distances  parcourues  par 
le  point  dont  il  s'agit.  Comme  la  même  surface  coupe  évidemment  le 
cylindre  suivant  deux  hélices,  dont  les  points  correspondans  se  trou- 
vent situés  à  égales  distances  de  l'axe  des  1  sur  la  droite  génératrice 
de  la  surface,  on  peut  affirmer  que  le  système  des  équations  (37)  et 
(40  représentera  ces  deux  hélices,  dont  l'une  se  confond  avec  la  courbe 
proposée. 

Si  l'on  éliminait  la  variable  p  entre  fa  première  et  la  troisième  des 
formules  (38),  ou  bien  entre  la  seconde  et  fa  troisième,  alors,  au  lieu 
de  l'équation  (4i).  l'on  obtiendrait  l'une  des  suivantes  : 

(42)  .v  =  /?cos— ^>        ou        ^==:^/?  arc  cos((-^|j) 

En  réunissant  l'une  de  celles-ci  à  la  formule  (37),  on  retrouverait  en- 
core un  système  de  deux  équations,  propre  à  représenter  deux  hélices, 
dont  l'une  se  confondrait  avec  la  proposée,  et  qui  auraient  toutes  deux 
ia  même  projection  sur  le  plan  de  1,  x ,  ou  sur  le  plan  des  y ,  j. 

Enfin,  si  l'on  réunissait  la  formule  (42)  à  la  formule  (43).  o^'  lune 
de  celles-c'  à  la  formule  (4  0>  °'''  obtiendrait  uu  système  de  deux  équa- 
tions propre  à  représenter  seulement  la  première  hélice  à  laquelle  ap- 
partiennent les  équations  (38).  Ajoutons  que,  dans  la  recherche  des 
propriétés  de  l'hélice,  on  peut  avec  avantage  remplacer  les  équations 
en  coordonnées  rectangulaires  par  le  système  des  formules  (38).  Nous 
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avons  déjà  vu  comment  on  déduisait  de  ces  dernières  les  valeurs  de 

cosct,  cos/3,  COS7.  Si  maintenant  on  les  applique  à  la  détermination 

de  la  tangente  et  du  plan  normal,  on  trouvera  pour  les  équations  de  la 

tangente 

{44)  luiL^Jizi^^liLL, 

^^^'  — 5in^  cos  p  a 

et  pour  l'équation  du  pian  normal 

(45)  (r— 7)cos/p  — (^-Ar)sin;»-J-<î(<^-2)  =  o. 

On  a  fait  voir  dans  la  troisième  leçon  comment  on  pouvait  déter- 
miner les  asymptotes  des  courbes  planes  :  on  déterminerait  avec  la 
même  facilité  les  asymptotes  d'une  courbe  tracée  dans  l'espace  et  re- 
présentée par  deux  équations  entre  les  coordonnées  rectangulaires  x, 
y ,  1,  c'est-à-dire,  les  droites  dont  cette  courbe  s'approcherait  indéfini- 
ment, sans  pouvoir  jamais  les  rencontrer.  Supposons,  pour  fixer  les 
idées  ,  que  l'on  cherche  d'abord  les  asymptotes  non  parallèles  au  plan 
des  y ,  Z!  ^^  soient 

(46)  yz=zkx-^l,  i^:^Kx-\-L 

les  équations  de  l'une  d'entre  elles.  On  pourra  des  équations  de  la 
courbe  tirer  des  valeurs  de  7  et  de  ^,  en  fonction  de  x ,  qui  se  rédui- 
ront sensiblement,  pour  de  très-grandes  valeurs  numériques  de  x,  aux 
valeurs  àe  y  et  de  1  fournies  par  les  équations  (4^).  et  qui  se  présen- 
teront sous  les  formes 

(47)  ^=:^.v -4- /-+-/,        i=zKx-\-L-\-I, 

i  et  /  désignant  deux  quantités  variables  qui  s'évanouiront  avec  —  • 

Or ,  si  l'on  fait  converger  —  vers  la  limite  zéro ,  on  tirera  successive- 
ment des  équations  (47) 
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(48)        ~         lim-^  —  k,  lim^  —  K, 

X  X 

(45?)  nm[y-kx)  —  l .  nm{z-Kx)  =  L. 

Donc,  pour  dctenniner  les  constantes  /',  K,  il  suffira  de  poser  clans  les 
équations  de  la  courbe 

(50)  y   :=!    s  X  ,  i  z=i  S  X  , 

puis  de  chercher  la  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  convergeront 
les  variables  s  çt  S  tandis  que  la  valeur  numérique  de  .v  croîtra 
indéfiniment.  De  plus,,  après  avoir  trouvé  les  constantes  k,  K,  on 
obtiendra  les  constantes  /,  L,  en  posant  dans  les  équations  de  la 
courbe 

(51)  y  =  kx-^t,        i  —  Kx~\-T, 

et  cherchant  les  limites  desquelles  t  tx  T  s'approcheront  sans  cesse 
pour  des  valeurs  numériques  croissantes  de  la  variable  .v.  A  chaque 
système  de  valeurs  finies  des  quantités  /;,  K,  l,  L,  correspondra  une 
asymptote  de  la  courbe  proposée. 

En  raisonnant  de  la  même  manière ,  mais  échangeant  entre  elles  les 
coordonnées  .v ,  y ,  1,  on  obtiendrait  évidemment  les  asymptotes  non 
parallèles  au  plan  des  7^,  x,  ou  au  plan  des  x,y. 

On  pourrait  encore  déterminer  les  asymptotes  d'une  courbe  tracée 
dans  l'espace  ,  en  observant  que  leurs  projections  sur  chacun  des  trois 
plans  coordonnés  sont  en  général  des  asymptotes  de  la  courbe  projetée. 
Seulement ,  la  projection  de  l'inie  des  premières  asymptotes  sur  l'un 
des  trois  plans  coordonnés  se  réduirait  à  un  point  ,  si  cette  asymptote 
était  perpendiculaire  au  plan.  Alors  le  point  en  question  deviendrait 
un  point  d'arrct  de  la  courbe  projetée. 

Si  l'on  considère  en  particulier  l'hyperbole  que  produit  l'intersection 

Ltions  de  AI.  Cauch):   i ,"  Année.  ^  ( 
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à'un  plan  et  d'un  hyperboioïde  représentés  par  deux  équations  de  la 
forme 

(52)  fx  -h-  g)f  -h  fiZ-=  o  , 
et 

(53)  Ax--h  Bf  -H  ^2* 4-  2D/Z  -i-  2Ezx-\-2 Fxy  =  ionst. , 

on  prouvera  sans  peine,  en  recourant  à  l'une  des  méthodes  ci -dessus 
indiquées,  que  cette  hyperbole  a  pour  asymptotes  les  droites  représen- 
tées par  le  système  des  deux  formules 

,    ,,      (  fx  -hgy-^  hi=o  , 

(54)  ( 

(    Ax'^  -\-  By'-  -\-Cz^  -^  xDyi-\-  xEzx  -\-  z Fxy  z=  o. 

En  terminant  cette  leçon,  nous  ferons  remarquer  que  les  points  d'arrêt 
ou  de  rebroussement ,  les  points  saillans  ,  les  points  multiples,  et  en 
général  les  points  singuliers  d'une  courbe  tracée  dans  l'espace,  ont  ordi- 
nairement pour  projections  sur  chacun  des  plans  coordonnés  des  points 
qui  offrent  les  mêmes  singularités,  mais  qui  appartiennent  à  la  courbe 
projetée.  C'est  pourquoi  nous  n'ajouterons  rien  à  ce  que  nous  avons  dit 
dans  la  quatrième  leçon  sur  les  points  singuliers  des  courbes. 
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QUATORZIÈME  LEÇON. 

Des  Plans  tans:cns  et  des  Normales  aux  Surfaces  courbes. 


Considérons  une  suiface  courbe  icprcsentce  par  l'équation 
(0  i/   rzi:   G  , 

dans  laquelle  u  désigne  une  fonction  des  coordonnées  rectangulaires 
x,y,  i.  Si,  par  un  point  {:< ,  y ,  l)  donné  sur  cette  surface,  on  en  fait 
passer  une  seconde  qui  la  coupe  suivant  une  certaine  courbe,  la  tan- 
gente menée  en  ce  point  à  la  courbe  dont  il  s'agit  sera  elle -mpme  la 
ligne  d'intersection  de  deux  plans  représentés  par  les  formules  (18)  de 
la  leçon  précédente.  Or  l'un  de  ces  plans,  savoir,  celui  dont  les 
coordonnées  variables  ^,  v,  C,  vérifieront  la  formule 

w      (?-^)4^+-(«->')^-*-(Ç-î)^==°' 

sera  évidemment  indépendant  de  la  nature  de  la  seconde  surface  ,  et 
par  conséquent  aussi  de  la  nature  de  la  courbe  d'intersection.  Donc 
toutes  les  courbes  tracées  sur  la  première  surface  de  manière  à  passer 
par  le  point  {x ,  y,  z)  auront  leurs  tangentes  en  ce  point  comprises 
dans  un  seul  plan.  Ce  plan  unique  ,  dont  l'équation  coïncide  avec  la 
formule  (2) ,  est  ce  qu'on  appelle  le  plan  tangent  mené  à  la  première 
surface  par  le  point  donné  *. 

Les   raisonnemens   que  l'on  vient  de   faire  subsisteraient  toujours , 

*  La  méthode  que  nous  venons  de  suivre  pour  trouver  le  plan   tangent  à  une  surface, 
est  celle  que  M.  Ampère  a  exposée  dans  ses  leçon»  à  l'Ecftle  royale  polytechnique. 

ce* 
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et  par  suite  l'équation  du  plan  tangent  conserverait  encore  la  même 
forme,  si,  dans  la  fonction  ii ,  les  variables  x,y,  z  représentaient,  non 
plus  des  coordonnées  rectangulaires ,  mais  des  coordonnées  obliques. 

Si,  en  faisant  varier  à-la-fois  .v,  y  et  i,  on  différencie  l'équation  finie 
de  la  surface  proposée  ,  on  obtiendra  son  équation  différentielle  du 
premier  ordre,  savoir, 

f    \  du     ,  du     ,  du     , 

(3)  -j^dx-\-~dy-^^di=Q. 

En  comparant  cette  dernière  à  la  formule  (2),  on  reconnaît  que,  pour 
obtenir  l'équation  du  plan  tangent ,  il  suffit  de  remplacer ,  dans  l'équation 
diférentielle  de  la  surface ,  les  différentielles  dx ,  dy  ,  d^  par  les  différences 
fnies  ^  —  x,   r\~y,    Ç  — 3. 

Si,  par  le  point  {x,  y,  z)  de  la  surface  donnée,  on  mène  une  droite 
perpendiculaire  au  plan  tangent,  cette  droite  sera  ce  qu'on  appelle  la 
normale  correspondante  au  point  dont  il  s'agit.  Soient  A,  /x.  ,  v  les 
angles  formés  par  cette  normale  prolongée  dans  un  certain  sens  avec 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives.  L'équation  du  plan  tangent 
pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(4)  (^— A)cosA-h-(ïi— j)cos/x-H- (^  — ^jcosvrizo, 

[voyei  le  4-^  problème  des  Préliminaires].  Or,  pour  que  les  équations 
(2)  et  (4)  s'accordent  entVe  elles  et  fournissent  les  mêmes  valeurs  de 
C,  —  Z'  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs  attribuées  aux  variables 
^,  n ,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les  cosinus  des  angles  A,  ,a,  v 
vérifient  les  deux  équations 

f— )  (—] 

.   .  cosA     \dx]  co3/i    \dy  I 

^^'  cosr  idu\     '         "cÔsT"  /^o  y     * 

wj  \di] 

comprises  l'une  et  l'autre  dans  la  formule 
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(^) 


CCS  \  COSit  COS  V 


m  m  m    vm^^M^n 

Si  maintenant  on  fait,  pour  abréger, 

on  tirera  de  la  formule  (6)  ,  en  supposant  le  double  signe  réduit  au 
signe  -H  , 

/ON  X  l    du  l    du  l    du 

(S)  cosAr=-^-,  cos^rz.  --,  cosv=--, 

et,  en  supposant  ie  double  signe  réduit  au  signe  — , 

/     \  ^  l    du  î    du  i    du 

(5,)  cosA— ^-,cos/^=--^-,cosv=:-^-. 

Ajoutons  que,  pour  déterminer  les  angles  A,  ^,  v,  on  devra  employer 
ou  les  équations  (8)  ou  les  équations  (9),  suivant  que  la  Jiormale 
aura  été  prolongée  dans  un  sens  ou  dans  un  autre  à  partir  du  point 
(•^■'7'  Z)- 

La  formule  (6)  une  fois  établie  ,  il  devient  facile  de  trouver  les  deux 
équations  de  la  normale  menée  par  le  point  {x,y,  i).  En  effet,  si  l'on 
désigne  par  ^,  1,  ^  les  coordonnées  variables  de  cette  droite,  on  aura, 
en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  dans  les  Préliminaires  [pages  p  et  10], 


(^n)                              ^~''              ''~>' 

-  ^-^  : 

l  1 01                                            — ^                  

^       '                                   cosx                 COS^ 

—  ■         —  > 

COS  1 

puis ,  en  remplaçant  les  quantités 

COS  A  ,          COS  /O,  , 

COS  y 

par  les  dérivées  partielles 

du                      du 
dx    '                dy    ^ 

du 
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qui  leur  sont  respectivement  proportionnelles,  on  obtiendra  la  formule 

^^^1  tdu\     ^^      ldu\     ldu\     ' 

ui]       uy]       \~dij 

qui  comprend  les  deux  équations  cherchées. 

L'angle  aigu  formé  par  le  plan  tangent  au  point  [x ,  y,  z)  avec  le 
plan  des  x,  y  est  ce  qu'on  nomme  l'incliiiuison  dit  plan  tangent ,  ou  1///- 
clinaison  de  la  surface  en  ce  point.  Ce  même  angle  est  évidemment  égal 
à  l'angle  aigu  formé  par  la  normale  avec  l'axe  des  i-  Donc  ,  si  l'on  dé- 
signe par  r  l'inclinaison  de  la  surface  au  point  {x,y,  i),  la  valeur  de 
r  sera  l'une  de  celles  que  fournissent  pour  l'angle  v  les  formules  (8)  et 
(p).  On  aura  en  conséquence 

\    du  ,     ,  ,  ,        R 


(12)  cosT  — i:-^-^,  (13)  sécT=:_^^ 


(; 


du 


le  signe   dt  devant  être  réduit  au   signe  H-  quand  la  valeur  de  -j— 
sera  positive,  et  au  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

II  est  bon  d'observer  que  les  formules  (2),  (3),  (6),  (S),  (9)  et  (i  i)  ne 
changeraient  pas,  si  la  surface  donnée  était  représentée,  non  par  l'é- 
quation (i),  mais  par  la  suivante  , 

(i4)  u  =  c  , 

c  désignant  une  quantité  constante. 

Lorsque,  dans  la  formule  (2),  on  regarde  les  coordonnées  ^,  *i,  ^ 
comme  constantes  et  les  coordonnées  x,y,  1  comme  variables,  on 
obtient,  non  plus  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface (i)  ou  (i4)>  n^^is 
l'équation  d'une  autre  surface  qui  est  le  lieu  géométrique  des  points  où 
celles  que  l'on  déduit  de  1  équation  (i4)  •  en  attribuant  successivement, 
diverses  valeurs  à  la  constante  c ,  sont  touchées  par  des  plans  qui  renfer- 
ment le  point  (^,  »,  Qj. 
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De  même,  si,  dans  la  formule  (i  i),  on  regarde  les  coordonnées  v, 
y.  i  comme  seules  variables,  on  obtiendra,  non  plus  les  équations  de 
la  normale  à  la  surface  (i)  ou  (i4)i  mais  les  équations  d'une  courbe 
qui  sera  le  lieu  géométrique  des  points  où  les  surfaces  dont  nous  venons 
de  parler  sont  rencontrées  par  des  droites  normales  qui  concourejit  au 
point  (^.  r,  Q. 

Si  l'on  veut  que  l'équation  de  la  surface  donnée  se  présente  sous  la 
forme 

(15)  z  =  f{>'-'y) 

ou  f{x>y)~Z  :=  o,   il  suffira  de  poser  dans  l'équation  (i) 

(i^)  u=f{x,y)  —  z.  . 

Concevons  que,  dans  ce  cas  particulier,  on  fasse,  pour  abréger, 

('7)  —77—  =  P'  dy        —1' 

On  aura  évidemment 

,    f,v  du  du  du 

(18)         -d7~f'    -7r  =  ^'    -TT^-'- 

et  l'équation  différentielle  de  la  surface  deviendra  pdx-^cjdy^ili  —  Q,  ou 

(19)  diz=zpdx  -\-  qdy. 

De  plus ,  l'équation  du  plan  tangent  se  trouvera  réduite  à 

(20)  c,-z=p{^-^)-^^[^-y)'' 

et  l'on  tirera  de  la  formule  (11) 

(.,)  1=^  =  ^^,-!:^. 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(22)  ^_ArH-/j(Ç-2)  =  o     et     ii-;'-t--y(Ç-2)=o. 
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Alors  aussi  les  équations  (12)  et  (i  j)  donneront 

(23)  cosr—    ^(,_^^._^^,)    >       (24)      sécTz=zi/{j-\.p^-hf). 

Enfin ,  si  la  surface  courbe  que  l'on  considère  était  représentée  par 
une  équation  de  la  forme 

(25)  u-i-v-hw-^...=c, 

u,  V,  w  .  .  .  .  désignant  diverses  fonctions  des  variables  x ,  y,  i,  on 
devrait  évidemment,  dans  les  formules  (2),  (3),  (6),  (8),  (cj)  et  (i  i), 
remplacer  la  fonction  u  par  u-{-v-+-\v-\- .  .  .  ;  et  l'on  trouverait  ainsi 
pour  l'équation  du  pian  tangent 

{  I  (lu       dv       dif^  \y        (du       dv       dw  \  Ida       dv       div  \  y 

(2o){ 

I  du  du  du  dv  dv  dv  dw  dw  dw 

{='j.-^yYy-^^T^-^'-j.-^yjy-^id'^-^''T.-^yiry-^^T^-^- 

Concevons  maintenant  que,  dans  l'équation  (25),  u,  v,  w  soient  des 
fonctions  entières  et  hoinogènes  ,  la  première  du  degré  m,  la  seconde 
du  degré  m—\  ,  la  troisième  du  degré  m  — 2,  &c. .  .  .  Cette  équation 
représentera  ce  qu'on  appelle  une  surface  du  degré  m.  Alors  on  tirera  de 
la  formule  (26)  et  du  théorème  des  fonctions  homogènes 

!/  du       dv       dw  \  y        f  ^"       tiv       dw  \  f  du       dv       dw  \   y, 

\dx       dx       dx  1^       \dy       dy       dy  }  \di       di       di  /^ 

^=zmu-\-[m  —  \)v-{-  {m—  2  )  w  -f- .  .  .  , 

puis,  en  ayant  égard  à  l'équation  (25), 

{  (du       dv       dw  \v       (du       dv       d^V  \^^l^'^  _^'^^  _^'^^^    ^      \r 

t^^\)\dx       dx       dx       "  1'^       \dy       dy       dy  )  \di       di       di  } '^ 

[=  }ll  C V 2  If'  &C.  .  .  . 

Lorsque,  dans  la  formule  (28),  on  regarde  les  coordonnées  ^,  «,  ^ 
comme  constantes  et  les  coordonnées  x,  y,  Z  comme  variables,    on 
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obtient,  non  plus  l'équation  d'un  plan  tangent  à  la  surface  (25),  mais 
l'équation  d'une  seconde  surface  du  degré  m—i  ,  qui  renferme  les  points 
de  contact  de  la  première  avec  les  plans  tangens  menés  par  le  point 
(^.  1.  <^V  Si  la  première  surface  est  du  second  degré,  la  seconde  se 
réduira  simplement  à  une  surface  du  premier  degré,  c'est-à-dire,  à  un 
plan.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  Si  par  un  point  donné  on  mène  des  plans  tangens  a  une 
surface  du  second  degré ,  tous  les  points  de  contact  seront  situés  sur  une 
courbe  plane. 

Si  l'on  suppose  v:^o,  n'=r:o,  &c. .  .  .  l'équation  (25)  se  trouvera 
réduite  à  la  formule  (i4).  dans  laquelle  u  désignera  une  fonction  en- 
tière et  homogène  du  degré  m;  et  l'équation  du  plan  tangent,  ou  la 
formule  (28),  deviendra 


dut.  du  du 


/\  a  u       y  a  u  a  u       ^ 

Il  peut  arriver  que  le  plan  tangent  mené  à  une  surface  par  un 
point  donné  {x,y,  i)  ne  la  rencontre  qu'au  point  dont  il  s'agit,  ou 
qu'il  la  touclie  suivant  une  ou  plusieurs  lignes  ,  ou  qu'il  la  traverse. 
Dans  les  deux  derniers  cas,  si  l'on   désigne  par 

(30)  /(•>^'7'2)  =  o 

l'équation  de  la  surface  proposée,  et  par  ^,  r,  ^  les  coordonnées  va- 
riables d'une  des  lignes  suivant  lesquelles  cette  surface  est  touchée  ou 
traversée  par  le  plan  tangent,  les  coordonnées  ^.  «,  ^  seront  évidem- 
ment assujetties  à  vérifier  les  deux  équations 

Lorsqu'on  peut  tracer  sur  la  surface  une  ou  plusieurs  lignes  droites  qui 

Ltfoni  de  M  CducAj:   i.'«  Année.  jj^ 
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passent  par  le  point  [x ,  y ,  i) ,  chacune  de  ces  lignes  se  confond  néces- 
sairement avec  sa  tangente  ,  et  se  trouve  par  suite  comprise  dans  le 
plan  tangent.  Alors  l'élimination  de  C,  entre  les  formules  (31)  produit 
une  équation  entre  les  variables  ^,  vi,  à  laquelle  on  satisfait  en  prenant 
pour  Yi  une  fonction  linéaire  de  ^.  S'il  en  est  ainsi,  non-seulement  pour 
un  point  déterminé  de  la  surface  que  l'on  considère,  mais  encore  pour 
tous  les  points  de  la  même  surface ,  et  par  conséquent  pour  toutes  les 
valeurs  de  x,  y,Z  ^^^'^  vérifient  la  formule  (30),  cette  surface  sera  du 
nombre  de  celles  qui  peuvent  être  engendrées  par  le  mouvement  d'une 
droite ,  et  que  l'on  nomme  surfaces  réglées.  Parmi  les  surfaces  de  cette 
espèce,  on  doit  remarquer  les  surfaces  développahles  qui  sont  touchées 
par  chaque  plan  tangent  suivant  une  génératrice.  Entre  les  surfaces 
développahles  ,  on  distingue  particulièrement  les  surfaces  cyliiidr'Kjues  , 
engendrées  par  le  mouvement  d'une  droite  qui  reste  toujours  parallèle  à 
elle-même,  et  les  surfaces  coniques  ,  dont  la  génératrice  passe  toujours 
par  le  même  point.  Les  surfaces  réglées  ,  qui  ne  sont  point  dévelop- 
pahles ,  s'appellent  surfaces  gauches. 

Nous  allons  maintenant  offrir  quelques  applications  des  formules 
ci-dessus  établies. 

/.""  Exemple.  Considérons  la  surface  de  la  sphère  décrite  de  l'origine 
comme  centre  avec  le  rayon  R ,  et  représentée  par  l'équation 

(32}  A--h/H-Z^r=/?». 

L'équation  différentielle  de  cette  surface  sera 

il})  xdx-]-ydy-^idi^=zo. 

Par  suite,  on  trouvera  pour  l'équation  du  plan  tangent 

(34)      ^(^--^)-^-7(1-7)-^-^(C-^)  =  o>      o"      xl^yy^-^-z^  —  R\ 
tandis  que  les  équations  de  la  normale  seront  comprises  dans  la  formule 
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que  l'on  peut  rcduire  à 

0')  ■  +  =  i  =  ^- 

^  ^  \, 

Ajoutons  que  l'inclinaison  r,  correspondante  au  point  {■'<,)',  z) >  pourra 
être  détermince  par  lune  des  équations 

{^6)  '  cos  r  zi=  rt -^  î  sécT  =  zh.—  ' 

Les  équations  [l^),  quand  on  y  considère  x,y,  i  comme  seules  va- 
riables, représentent,  la  première,  une  nouvelle  sphère  qui  a  pour 
diamètre  la  distance  de  l'origine  au  point  (^,  n,  C,) ,  et  la  seconde  un 
nouveau  plan.  Ce  plan  coupe  les  deux  sphères  suivant  une  seule  cir- 
conférence de  cercle,  qui  est  le  lieu  des  points  de  contact  de  la  sphère 
donnée  avec  les  plans  tangens  menés  à  cette  même  sphère  par  le  point 

Quant  à  la  formule  (35),  elle  reproduit  toujours  la  même  ligne,' 
quel  que  soit,  entre  les  deux  points  (^,  ri,  (^),  [x . y ,  z) ,  celui  dont 
on  regarde  les  coordonnées  comme  variables;  et  elle  représente,  dans 
tous  les  cas,  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre,  une  droite  passant  par 
l'origine. 

2.'  Exemple.  Concevons  que  la  surface  proposée  se  réduise  à  une 
surface  cylindrique  dont  la  génératrice  soit  parallèle  à  l'axe  des  z>  et 
dont  la  base  soit  une  courbe  renfermée  dans  le  plan  des  x ,  y.  Cette 
surface  et  sa  base  seront  l'une  et  l'autre  représentées  par  une  équation 
de  la  forme 

{}7)  /{■•<>y)  —  o. 

Cela  posé,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(38)  i4^=^(,.,,,  J^  =  ;^(,,^,, 

l'équation  du  plan  tangent  deviendra 
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{39)  (^--v)<P(Ar,j)-H(>i-7)x(-v./)  =  o. 

De  plus  ,  on  tirera  de  la  formule  (11) 

et  l'on  trouvera  en  conséquence  pour  les  équations  de  la  normale 

(4o)  {^-x)x{x>)')  —  {y^-y)<P{x,:y)=o,    C,  —  i. 

II  résulte  évidemment  des  équations  (jp)  et  (4o)  que  le  plan  tangent 
est  toujours  parallèle  à  l'axe  des  1,  et  la  normale  toujours  perpendi- 
culaire à  cet  axe.  Ajoutons  que,  l'équation  (3^)  étant  indépendante  de 
l,  chaque  plan  tangent  touchera  la  surface  suivant  une  génératrice,  ce 
qu'il  était  facile  de  prévoir. 

Si  l'on  prend  pour  base  de  la  surface  cylindrique  une  parabole,  wïïq 
ellipse  ou  une  hyperbole  ,  cette  surface  sera  celle  d'un  cylindre  parabo- 
lique,  elliptique  ou  hyperbolique. 

j.'  Exemple.  Considérons  une  surface  conique,  dans  laquelle  le  sommet, 
c'est-à-dire,  le  point  commun  à  toutes  les  génératrices,  coïncide  avec 
l'origine  des  coordonnées.  Concevons,  d'ailleurs,  que  l'on  prenne  pour 
base  de  la  surface  conique  une  courbe  plane,  dont  le  plan  soit  parallèle 
au  plan  des  x ,  y ,  et  coupe  le  demi-axe  des  i  positives  à  la  distance  i  de 
l'origine.  Soient  enfin  ^,  n  les  coordonnées  variables  de  la  courbe  dont 
il  s'agit ,  et  •. 

(4i)      ■  f{l,y^)  =  o 

son  équation.  La  génératrice  qui  passera  par  le  point  (^,  >i)   de  cette 
courbe,  sera  évidemment  représentée  par  les  deux  formules 

M.)  f  =  1.     f=.. 

Or,  si,  entre  ces  dernières  et  la  formule  (40»  °"  élimine  ^  et  r,  il  est 
clair  que  l'équation  résultante ,  savoir , 
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(43)  /(f,     f)  =  o, 

sera  vérifiée  pour  tous  les  points  de  toutes  les  génératrices.  Elle  repré- 
sentera donc  la  surface  conique.  Cela  posé ,  si  l'on  adopte  les  mêmes 
notations  que  dans  l'exemple  précédent,  on  trouvera,  pour  l'équation 
différentielle  de  la  surface  conique , 

M4)      ,(î.|)..  +  ;,(-',^).,_I[.v,(^^)H-,^(V-)].e^o. 

Si  maintenant  on  désigne  par  ^,  n ,  ^,  non  plus  les  coordonnées  d'une 
courbe  tracée  sur  la  surface  conique  ,  mais  les  coordonnées  du  plan 
tangent  ou  delà  normale  au  point  {■>■',)',  z)  >  on.  reconnaîtra,  i."  que 
l'équation  du  plan  tangent  peut  être  réduite  à 

(45)    S.(-^.i)H-,,(^.|)=[^.(|.^)-^i4^,^-)]^, 

2.°  que  les  équations  de  la  normale  sont  comprises  dans  la  formule 

Comme  l'équation  (45)  ne  change  pas  quand  on  fait  varier  -v,  /  et  z 
de  manière  que  les  rapports  — ,    —    demeurent   constans ,   on    peut 

affirmer  que  chaque  plan  tangent  touchera  la  surface  suivant  une  géné- 
ratrice ,  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

On  arriverait  à  la  même  conclusion  en   observant  que  ,  dans  le  cas 
présent,  les  formules  (ji)  se  trouvent  remplacées  par  les  suivantes, 

1    (f-f)^(T'f)-^(T-f)4f'f)--  ■ 

et,  comme  les  coordonnées  x,^,  i  doivent  constamment  vérifier  l'équa-; 
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tion  {4}),  il  est  clair  qu'on  satisfera  aux  formules  (47)  en  prenant 

,48)  |=f,      -^  =  f. 

Or,  ces  deux  dernières  équations  entre  les  coordonnées  variables  ^, 
îi ,  ^.  représentent  évidemment  une  droite  qui  passe  par  le  sommet 
du  cône  et  par  le  point  (-v,  j,  i)  de  la  surface  conique,  c'est-à-dire, 
une  génératrice  de  cette  même  surface. 

Si  l'on  veut  que  la  surface  conique  soit  celle  d'un  cône  droit  à  base 
circulaire,  il  suffira  de  réduire  la  courbe  (4')  ^  ^"^  circonférence  d'un 
cercle  qui  ait  son  centre  sur  l'axe  des  i-  Si  l'on  nomme.  R  le  rayon  de 
ce  même  cercle,  les  formules  (40  et  [4^)  deviendront  respectivement 

(49)  a^  H-  r^  =  /?\ 

(50)  x^-h-/-  =  R'r- 

Alors  l'équation  différentielle  de  la  surface  conique  pourra  être  pré- 
sentée sous  la  forme 

(51)  xdx -\- ydy  :=.  R'^  idi- 

Par  suite ,  on  trouvera  pour  l'équation  du  plan  tangent 

(52)  >([l-x)-^y{'^-y)  =  R"l{C,-l),      ou      (53)      >:l^yA  =  R^i^; 
et  les  équations  de  la  normale  seront  comprises  dans  la  formule 


(54) 


g  — X M— y K  —  ï x(^  — x)-H7(n— >')-t-^(^— ^) 


de  laquelle  on  tirera 

(55)      ■f  =  7'      ^{^->^)-^y{^-y)-^z[^-z)  —  o. 

Enfin,  l'inclinaison  r  de  la  surface  pourra  être  déterminée  par  l'une  des 
équations 
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Il  résuite  de  ces  dernières  que  l'inclinaison  de  la  surface  est  constante, 
et  qu'elle  se  confond  ,  comme  on  devait  s'y  attendre  ,  avec  le  complé- 
ment de  l'angle  compris  entre  l'axe  du  cône  et  la  génératrice.  De  plus  , 
on  conclut  évidemment  des  équations  (55),  i.°  que  la  projection  de 
la  normale  sur  le  plan  des  x,  y  coïncide  avec  la  projection  de  la  géné- 
ratrice ;  2.°  que  cette  normale  est  renfermée  dans  le  plan  tangent  à 
la  sphère  qui  a  pour  centre  l'origine,  et  qui  passe  par  le  point  \x,y,  ^). 

L'équation  (52),  dans  le  cas  où  l'on  y  considère  x,  y  et  2  comme 
seules  variables  ,  représente  un  hyperboloïde  à  une  nappe  ,  dont  les 
axes  réels  sont  parallèles  aux  axes  des  x  et/,  et  dans  lequel  un  dia- 
mètre coïncide  avec  la  distance  de  l'origine  au  point  (^,  *),  (^).  Dans 
le' même  cas,  l'équation  (53)  représente  un  nouveau  plan  qui  passe 
par  l'origine.  Ajoutons  que  ce  plan  et  cet  hyperboloïde  couperont  en 
général  la  surface  conique  suivant  deux  génératrices  qui  seront  les 
lignes  de  contact  de  cette  surface  avec  les  plans  tangens  menés  par  le 
point  (^,  n,  ^). 

Quant  aux  équations  (55),  elles  représenteront  évidemment,  si  l'on 
considère  x,y,  1  comme  seules  variables,  une  circonférence  de  cercle 
qui  aura  pour  diamètre  la  distance  de  l'origine  au  point  (^,  >i,  ^)  ,  et 
qui  coupera  le  cône  au  même  lieu  que  la  surface  abaissée  de  ce  point 
sur  la  surface  conique. 

Lorsqu'on  substitue  l'équation  (50)  à  celle  d'une  surface  quelconque,; 
les  formules  (31)  se  réduisent  à 

Si,  entre  ces  dernières  et  l'équation  (50),  on  élimine  ^  et  (^,  on  trou- 
vera 

(.V'  -h/ )  ( ^^  -f-  r*)  —  (.v^  H-7»i)'  =  o  , 
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ou,  ce  qui  revient  nu  même, 

(.v>i   —   ^yY   =   o  ; 
et  l'on  en  conclura 


u 

y 


Si  l'on  réunit  l'équation  (58)  à  la  seconde  des  formules  (57),  les  coor- 
données variables  ^,  n,  (^  seront  évidemment  celles  d'une  droite  qui  pas- 
sera par  l'origine  et  par  le  point  (.v,;',  1).  Cette  droite  sera,  en  effet, 
la  seule  ligne  commune  à  la  surface  conicjue  et  au  plan  tangent  mené 
par  le  point  (.v,  y,  2)- 

Si  l'on  prenait  pour  base  de  la  surface  conique  une  parabole  ,  une 
ellipse  ou  une  hyperbole  ,  cette  surface  serait  celle  d'un  cône  parabo- 
lique ,  elliptique  ou  hyperbolique. 

^/  Exemple.  Désignons  par  a,  b,  c  trois  constantes  positives;  et 
considérons  la  surface  représentée  par  l'équation  finie 

Cette  surface,  qui  donne  pour  sections  des  ellipses  ,  quand  on  la  coupe 
par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  1,  et  des  paraboles  quand 
on  la  coupe  par  des  plans  perpendiculaires  aux  axes  des  .y  ou  des  y , 
est  celle  qui  termine  un  paraboloïde  elliptique.  Comme,  en  différen- 
ciaiit  la  formule  (5^),   on  trouve 

(60)  -^dx-^^dy  —  ^dz, 

l'équation  du  plan  tangent  au  paraboloïde  elliptique  sera 

(éi)        ~{l-^)^ir{-^-y)  =  ^{r,-z), 

ou 
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Quant  aux  équations  de  la  normale,  elles  se  trouveront  comprises  dans 
ia  formule 


de  laquelle  on  tire 

La  dernière  des  équations  {64)  prouve  que  la  normale  au  paraboloide 
elliptique  ,  en  un  point  donné ,  est  comprise  dans  le  plan  tangent 
mené  par  ce  point  à  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  le  centre  coïn- 
cide avec  l'origine,  et  dont  l'équation  est  de  la  forme 

L'équation  {61),  dans  le  cas  où  l'on  considère  x,  /  et  ^  comme 
seules  variables ,  représente  un  second  paraboloide  de  même  forme  que 
le  premier ,  mais  dont  l'axe  coïncide  avec  la  droite  qui  a  pour  équations 

(65)  xrr-f,      ^  =  -f, 

et  le  sommet  avec  un  point  situé  sur  cet  axe  et  correspondant  à  l'or- 
donnée 

Dans  le  même  cas,  l'équation  {62)  représente  un  nouveau  plan  qui 
rencontre  l'axe  des  2  en  un  point  dont  l'ordonnée  est  z  —  ~^-  Ajoutons 
que  ce  nouveau  plan  coupe  les  deux  paraboloïdes  suivant  une  ellipse , 
qui  est  le  lieu  des  points  de  contact  du  paraboloide  donné  avec  les  plans 
tangens  menés  à  ce  même  paraboloide  par  le  point  (^,  1,  ^)- 

Pour  savoir  si  le  plan  tangent  mené  par  un  point  {x,y,z)  ^^  ^^ 
surface   donnée   traverse   ou  non  cette  surface  ,  il  suffit  d'examiner  si 

Leço/ts  de  M.  Cau(hy.    i."  Aqbcc.  £c 
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l'on  peut  attribuer  aux  variables  |,  »i,  (^  plusieurs  systèmes  de  valeurs 

réelles  propres  à  vérifier  simultanément  les  deux  équations 

(67)  ~^^l^—-~'       -^-^-b^——7-' 

Or,  si  entre  ces  dernières  et  la  formule  (5^)  on  élimine    ^  et  ^  ,   on 
trouvera 


^-^(:-^+^)=- 


a"    ^^  b'  a'  b^ 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

D'ailleurs,  on  ne  peut  satisfaire  à  l'équation  précédente  qu'en  posant 

l  zz^  X  ,  r\  z=z  y  ; 

et  l'on  tire  alors  des  formules  (jtj)  et  (67) 

Donc  le  point  (.v,  y ,  1)  est  le  seul  qui  soit  commun  au  paraboloïde  et 
au  plan  tangent,  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

j.'  Exemple.   Considérons  la  surface  représentée  par  l'équation  finie 

Cette  surface ,  qui  donne  pour  sections  des  hyperboles  ,  quand  on  la 
coupe  par  des  pians  parallèles  au  pian  des  x ,  y,  et  des  paraboles,  quand 
on  la  coupe  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x  ou  à  l'axe  des  y , 
est  celle  qui  termine  un  paraboloïde  hyperbolique.  Elle  rencontre  évi- 
demment le  plan  des  x,  y  suivant  deux  droites  représentées  par  la  for- 
mule 


DU  CALCUL  LNFINITÉSLMAL.  2  i  9 

qui  fournit  les  deux  équations 

(7°)        -f-i=°.  (7.)   -^+i-°- 

Cela  posé,  en  opérant  comme  dans  le  4-'  exemple,  on  trouvera  pour 
l'équation  du  plan  tangent  au  paraboloïde  hyperbolique 

et  pour  les  équations  de  la  normale  , 

(74)     ^^H-^=o,         xi^-x)-^y{r-y)-^2z{^-z)-=o. 

La  dernière  des  équations  (74)  prouve  que  la  normale  au  paraboloïde 
hyperbolique  est  comprise  dans  le  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  de  ré- 
volution dont  le  centre  coïncide  avec  l'origine  et  dont  l'équation  est  de 
la  forme 


■y^  ■+-  2  1'  :=  const. 

L'équation  (72),  dans  le  cas  où  l'on  y  considère  x,  y,  1  comme  seules 
variables ,  représente  un  second  paraboloïde  de  même  forme  que  le  pre- 
mier ,  mais  dont  l'axe  coïncide  avec  la  droite  représentée  par  les  for- 
mules (^5),  et  le  sommet  avec  un  point  situé  sur  cet  axe  et  correspondant 
à  l'ordonnée 

(7!)  î  =  Ç-i(|— ^)- 

Dans  le  même  cas,  l'équation  (73)  représente  un  nouveau  plan  qui  ren- 
contre l'axe  des  i  au  point  dont  l'ordonnée  est  — (^.  Ajoutons  que  ce 
nouveau  plan  coupe  les  deux  paraboloïdes  suivant  une  hyperbole  qui 
est  le  lieu  des  points  de  contact  du  paraboloïde  donné  avec  les  plans 
tangens  menés  à  ce  paraboloïde  par  le  point  (^,  vi,  ^). 

Si  l'on  veut  obtenir  les  lignes  qui,  passant  par  un  point  [x,  y,  z)  de 
la  surface  donnée,  sont  communes  à  cette  surface  et  au  plan  tangent,  il 
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suffira  d'assujettir  les  coordonnées  variables  ^,  t,  (^  à  vérifier  les  deux 

équations 

{76)       ~ — r—^—'    —' ^r— ~T~' 

Si,  entre  ces  dernières  et  la  formule  (68),  on  élimine  ^  et  i,  on  trour 
vera 

r 


t^    + 


y^  _  ,  (JLÈ I^\ 


OU  ,  ce  qui  revient  au  même, 

(77)         {^ï = {^r  ■' 

et  l'on  en  conclura 

(78)    ^=^^'    -    (79)    ^~ 


En  réunissant,  l'une  après  l'autre,  la  formule  (78)  et  la  formule  (79) 
à  la  seconde  des  formules  {jô),  on  obtient  deux  systèmes  d'équations  qui 
représentent  deux  droites  tracées  sur  le  paraboloïde  de  manière  à  ren- 
fermer le  point  (at,^,  i).  Si  ce  point  devient  mobile,  chacune  des  deux 
droites  engendrera  le  paraboloïde  hyperbolique,  en  se  mouvant  de  telle 
sorte  que  sa  projeclion  sur  le  plan  des  x ,  y  reste  toujours  parallèle  à  l'une 
des  droites  suivant  lesquelles  ce  plan  coupe  le  paraboloïde. 

Il  est  essentiel  d'observer  que  toutes  les  génératrices  coupent  le  plan 
des  X,  y ,  et  qu'on  simplifie  la  recherche  de  leurs  équations  en  suppo- 
sant le  point  {x ,  y ,  2)  situé  dans  ce  plan,  c'est-à-dire,  sur  l'une  des 
droites  (70)  ou  (71).  On  reconnaît  alors  immédiatement  qu'un  premier 
système  de  génératrices  est  déterminé  par  les  formules 


y_       ^l  ^i  _Ç_      _ll_ "[_ ,J1 

c    "*         W  b\  c 


que  l'on  peut  réduire  à 
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a 


(81)  A ^  — ^.         ^^         —^_, 

^      '  a  b  X      c  a  b 

et  un  second  système  par  les  formules 

(82)  ~z=  —  ^i         ^^   J^^:::::^^,       Jl !^--.^S 

'  u  b  a'  b'  c  a'  b^  c 

que  l'on  peut  réduire  à 


— ' — 7-  — )      — 

b  X      c  a  b  a 


{^l)  -^-t-4-=r-^,      -i ^  —  2." 


2.x 


a            b 

"^        y        ^z 

a             b            Ce    ' 

b      ^' 

a      '      b           Ce 

Ajoutons  que  le  rapport  — —  demeurera  constant  pour  une  même  gé- 
nératrice ,  et  changera  de  valeur  dans  le  passage  d'une  génératrice  à 
l'autre.  Ce  rapport  sera  donc  ce  qu'on  nomme  une  constante  arbitraire. 
Si  l'on  désigne  cette  constante  par  G,  et  si  l'on  écrit  en  outre,  dans 
les  équations  (81)  et  (83),  x,  y,  i  au  lieu  de  ^,  n,  ^,  ces  équations 
deviendront  i-espectivement 

(84) 

et 
(85) 

Il  est  facile  de  s'assurer  directement  que  chacune  des  droites  représen- 
tées par  le  système  des  formules  (84)  ou  (8  5)  est  située  tout  entière  sur  la 
surface  du  paraboloïde  hyperbolique.  En  effet,  si  l'on  multiplie,  membre 
à  membre,  ou  les  formules  {'^^),  ou  les  formules  (85),  on  reproduira 
évidemment  l'équation  (68). 

Comme  le  plan  tangent  mené  par  un  point  donné  à  la  surface  du 
paraboloïde  hyperbolique  la  touche  en  un  point  unique,  il  est  clair 
que  cette  surface  n'est  point  développable ,  et  se  trouve  comprise  dans 
le  nombre  de  celles  que  l'on  nomme  surfaces  gauches. 

6.'  Exemple.  Si  l'on  considère  le  paraboloïde  hyperbolique  repré- 
senté par  la  formnie 
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(86)  xy  —  Cl, 

on  trouvera  pour  l'équation  du  plan  tangent 

(87)  ^-d— v)-^v(«-;')=6-(^-2),       ou      (88)      .v>i+7^  =  f(^-H3); 
et  pour  les  équations  de  la  normale  , 

(89)         x{l-x)r=iy{y^-y),        a-(^-a-)  H-jK(ti-7) -^-^^(^-Z)  =  o. 

On  conclura  de  ces  dernières  que  la  normale  est  la  droite  d'intersec- 
tion des  plans  tangens  menés  par  le  point  {x .  y ,  i)  à  un  cylindre  hy- 
perbolique et  à  un  ellipsoïde  de  révolution  représentés  par  deux  équa- 
tions de  la  forme 

X-  — jv*  =  const.  ,        x'^  -+->'*  -Ar  ^'^  -=■  const. 

De  plus,  si  l'on  désigne  par  ^ ,  n ,  1^  les  coordonnées  variables  de 
l'une  des  génératrices  qui  renferment  le  point  {x,  y,  i) ,  on  aura 

(po)  ^»iz=f^,       xr-\-y^  =  c{^-hz)' 

et  l'on  tirera  des  équations  (90)  combinées  avec  la  formule  {S 6) 

^Yi  -^  xy  —  .V n  — y^  z=:  0  , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(91)  {^  —  x){t—y)  =  o. 

Par  conséquent  les  deux  génératrices  seront  représentées  par  la  seconde 
des  équations  (po)  réunie  à  l'une  des  formules 

(92)  ^  =  x.  (93)  r=y; 

et  elles  seront  constamment  perpendiculaires,  l'une  à  l'axe  des  x,  l'autre 
à  l'axe  des  y. 

7.'  Exemple.    Considérons  la  surface  du  second  degré  représentée 
par  l'équation 
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{p4)  A  x''  -+-  Bf  -4-  Cl-  -t-  iDyi-^- zEix  -+-  iFxy  =:  K. 

L'équation  différentielle  de  cette  surface  sera 

[Ax-^Fy-^Ei)  dx  H-  {Fx^By-+-Di)  dy-\-{Ex'^-Dy-^Cz)di—  o. 
Par  suite,  on  trouvera  pour  l'équation  du  plan  tangent 

(p  5 )  [Ax-^Fy^Ei)  [l-x)^[Fx^By^Di)  {.-y)-^{Ex-^Dy-^Cz)  {(^-z)  =  o , 

ou 

{96)     {Ax^Fy'^Ez).-<-^-{Fx-^By^Dz)y  -h  {Ex^Dy-^Cz)z=f^ . 

tandis  que  les  équations  de  la  normale  seront  comprises  dans  la  formule 
^  — ^  "— /  ç—z 


(97) 


Ax-\-Fj'-i-Ei  fx-i-  By-\~Di  £x-i-D_y-i-Ci 


Lorsque,  dans  les  équations  (95)  et  (96),  on  regarde  x,y,  z  comme  seules 
variables,  ces  équations  représentent,  la  première  une  nouvelle  surface 
du  second  degré,  semblable  à  la  surface  donnée,  et  dont  un  diamètre 
coïncide  avec  ie  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  (|,  «,  ^);  la 
seconde,  un  nouveau  plan.  Ce  plan  coupe  les  deux  surfaces  du  second 
degré  suivant  une  seule  courbe,  qui  est  le  lieu  des  points  de  contact 
de  la  surface  donnée  avec  les  plans  tangens  menés  à  cette  même  surface 
par  le  point  (^,  v,  C,). 

Quant  aux  angles  A,  ^,  v,  que  forme  la  normale  menée  par  ie  point 
{x ,  y ,  2)  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  on  les  déduira 
de  la  formule  (6)  ,  qui  donnera 


w 


COS  K  COS  ^^  COS  t 


Ax-i-Fj'-i-Ei  Fx-^By-\-D-^  Ex-i-Dy-i-C^   ' 


8/  Exemple.  Désignons  par  a,  h,  c  des  constantes  positives,  et  con- 
sidérons un  ellipsoïde  dont  les  axes,  parallèles  aux  axes  coordonnés , 
soient  représentés  par  za,  zb,  zc  On  trouvera  pour  l'équation  de  cet 
ellipsoïde 
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{99) 

I  f 

et  pour 

l'équation 

du  plan  tangent 

(loo) 

a^        ^       b'         ' 

I  , 

tandis  que  les  équations  de  la  normale  se  déduiront  de  la  formule 

(loi)  "^  ^^-"^    —    ^'^"--^)    —    ^'(C-0 

^  >'  î         ' 

De  plus,  pour  savoir  si  le  plan  tangent  mené  par  le  point  {x,  y,  i) 
traverse  ou  non  l'ellipsoïde,  il  suffira  d'examiner  si  l'on  peut  attribuer 
aux  variables  ^,  r,  (^  plusieurs  systèmes  de  valeurs  réelles  propres  à 
vérifier  simultanément  les  deux  équations 


{102)        ^_^-___^-_L_— I  ,        -^        ,_     j'_,_',ç_ 


I. 


Or ,  on  tire  de  ces  dernières  combinées  avec  la  formule  {^.^) 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

^    D'ailleurs,  pour  satisfaire  à  l'équation  précédente,  il  faut  supposer 
et  par  suite 

J_ J^ Ç  a'     '^    b'    "*2_il_   _ 


-3- H n 


DU  CALCUL  INFINITÉSLMAL.  225 

c'est-à-dire  ; 

'^  —  X,        r=y  ,        ^  =  Z- 
Donc  (e  point   (v,^,  i)  est  le  seul  qui  soit  commun  à  l'ellipsoïde  et 
au  plan  tangent,  ce  qu'il  était  facile  de   prévoir. 

p/  Exemple.   Considérons  la  surfcice  représentée  par  l'équation  finie 

Cette  surface  ,  qui  donne  pour  sections  des  ellipses  ,  quand  on  la 
coupe  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  1  ,  et  des  hyperboles  , 
quand  on  la  coupe  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  .v  ou 
à  l'axe  des;',  est  celle  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe.  Si  par  le  point 
[x,y,  i)  on  mène  un  plan  tangent  et  une  normale  à  cet  hyperboloïde, 
on  trouvera  pour  t'équation  du  plan  tangent 


(.04)^-^^-^=..      ou      li^zi^,^^. 

tandis  que  les  équations  de  la  normale  seront  comprises  dans  les  for- 
mules 

(105)  -. —  — y—  —  — r^— ■ 

De  plus  ,  pour  savoir  si  le  plan  tangent  traverse  ou  non  cet  hyper- 
boloïde ,  il  suffira  d'examiner  si  l'on  peut  attribuer  aux  variables  ^, 
n,  r  plusieurs  systèmes  des  valeurs  réelles  propres  à  vérifier  simul- 
tanément les  deux  équations 

(-0^)        ^  +  ^='+^'       ^-^^  =  -  +  ^- 
Or,  on  tire  de  ces  dernières  combinées  avec  la  formule  (loj) 

lofons  de  AJ.  Cauchy.   i.«  Année.  p  f 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(-7)  (^^)'  =  (^)'. 

et   par  suite 

Io8         ~-    =.- -t  ou  109 7^^  =  —  -^ ^• 

^  '  ab  c  ^       ^'  a  b  c 

En  réunissant,  l'une  après  l'autre,  la  formu{e(io8)  et  la  formule  (locj) 
à  la  seconde  des  formules  (106),  on  obtient  entre  les  coordonnées 
ç,  Ti,  (^  deux  systèmes  d'équations  qui  représentent  deux  droites  tra- 
cées sur  l'hyperboloïde  de  manière  à  renfermer  le  point  {>: ,  y,  z)-  ^^ 
ce  point  devient  mobile ,  chacune  des  deux  droites  se  mouvra  elle- 
même  ,   et  engendrera  Ihyperboloïde  à  une  nappe. 

Comme  toutes  les  génératrices  rencontrent  le  plan  des  x, y,  rien  n'em- 
pêche de  faire  coïncider  le  point  {x,y,  3)  avec  un  des  points  de  l'ellipse 

(iio)  -,-^H-— =1, 

suivant  laquelle  ce  plan  coupe  l'hyperboloïde  ,  et  de  supposer  en  con- 
séquence ,    dans    les    équations    des     deux    systèmes    de    génératrices  , 

izizio.  Alors  ces  équations  deviendront  respectivement,  pour  le  pre- 
mier système, 


(.1.) 

ab 

c 

et  pour 

le  second  système , 

(112) 

^^  +  ^:  - 1 . 

a-               b 

ab 

_       C 

c 

La  première  équation  ,  qui  reste  la  même  dans  le  passage  d'un  système 

à  l'autre,   montre   évidenmient   que    toutes    les   génératrices    ont    pour 

projections  sur  le  plan  des.  .v,  y  des  droites  tangentes  à  l'ellipse  dont 
nrus  venons  de  parler. 
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Si,  pour  simplifier  les  calculs,  on  pose 

('13)  X  :zz:  r  cos p  ,        jrzrrsin/;, 

la  formule  (iio)  donnera 

(•i4)  r:  '^' 


_  j 

{a-  sin'' p  -i-  b'  coi' p)  ^ 


et  l'on  aura  par  suite 


a  b  cas  p a  b  sii'i  p 


/  \  a  V  ces  n 

(115)  XZ= a -,        _y  — 

{a'  sin' p  -^-  b^  cos' p)  ^  (d*  sin'/? -+- />'  cos'p)  ^ 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes  de  .v  et  de  y  dans  les  équations 
(i  1 1)  et  (i  12),  et  si  l'on  y  remplace  ensuite  ^,  ji,  (^  par  x,  y,  i,  ces 
équations  deviendront  respectivement 


b 


iii6) 


et 


(117) 


—  .vcos/7-{--7-7sin  p  =:  (^r  s'm-p  -+-  b"-  cos^  p)  "  5 
ycosp  —  xsinp  =:  (^^sin^/7  -\-  ù''  cos' p)  '  ~ 


b  a         ,  /     ,     .    ,  , ,  \  - 

—  X  COS  p -\- -j- y  sm  p  =  \^a-  sur  p  -\-  0  cos'/?  j  -  : 
X  sin  p  —  y  cos  p  :=  (^;*  sin*/?  -f-  i^*  cos*  p)  '  ■ 


z 


Il  est  facile  de  s'assurer  directement  que  chacune  des  droites  représen- 
tées par  le  système  des  équations  {116)  ou  (i  ly)  est  située  tout  entière 
sur  la  surface  de  i'hyperboloïde  à  une  nappe.  En  effet,  si  l'on  ajoute, 
membre  à  membre,  ou  les  deux  équations  (i  16),  ou  les  deux  équations 
(117),  après  avoir  élevé  chacune  d'elles  au  carré,  on  retrouvera  la 
formule  (103).  Observons  en  outre  que  la  quantité  p  ,  qui  demeure 
constante  pour  une  même  génératrice,  représente  toujours  l'angle  formé 
par  Taxe  des  .v  avec  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  où  la 
génératrice  que  l'on  considère  coupe  le  plan  des  x  ,y. 
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Soit  maintenant 

(  I  I  o  )  C-  -. • 

^  '  /'  cos  p 

On  tiiera  des  formules  (i  i6) 
et  des  formules  (117) 

Si  ion  supposait  au  contraire 

I2l)  C  =Z    ^ ï —^ '-^ — ' 

'  Il  sin  V  . 

on  tirerait  des  formules  (116) 

(...)     i.-i-=e(,_^).    ^_i=^(,^i), 

et  des  formules  (117) 

Par  consécjiient  ,  si  l'on  emploie  la  lettre  C  pour  désigner  une  cons- 
tante arbitraire ,  les  droites  qui  servent  de  génératrices  à  l'hyperboloïde 
pourront  être  représentées  par  les  équations  (119)1  {120),  (122)  ou 
(123).  Ajoutons  que  les  formules  (iifj)  et  (122)  seront  relatives  à  l'un 
des  deux  systèmes  de  génératrices,  tandis  que  les  formules  (120)  et  (123) 
se  rapporteront  à  l'autre  système. 

Comme  le  plan  tangent  mené  par  un  point  donné  à  la  surface  de 
l'hyperboloïde  à  une  nappe  touche  cette  surface  en  un  seul  des  points 
où  il  la  rencontre  ,  il  en  résulte  que  cette   surface  n'est  pas  déveiop-5 
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pabie,  et  se  trouve  comprise  dans  ie  nombre  de  celles  que  l'on  nomme 
surfaces  gauches.  ' 

jo.'  Exemple.   Considérons  la  surface  représentée  par  i'équation  finie 


y' 


(■^4)       i— 4,-^-  =  ,.  ou  ^^^  =  -^_,, 


c^ 


Cette  surface,  qui  donne  pour  sections  des  ellipses  quand  on  la  coupe 
par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  1,  et  des  hyperboles  quand 
on  la  coupe  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  .v  ou  à  l'axe  des  j-, 
se  divise  en  deux  nappes,  dans  chacune  desquelles  le  point  le  plus  rap- 
proché du  plan  des  x ,y  est  situé  sur  l'axe  des  i,  et  à  la  distance  c  de 
loriginc.  C'est  pour  cette  raison  que  le  solide  qu'elle  termine  a  pris  le 
nom  <}ihyperholoîde  à  deux  nappes.  Si  par  le  point  {x .  y ,  i)  on  mène 
un  plan  tangent  et  une  normale  à  cet  hyperboloïde ,  on  trouvera  pour 
l'équation  du  plan  tangent 

125  — ^ \-^Z=Z^^ I, 

\        / 1  a-  b  c- 

tandis  que  les  équations  de  la  normale  resteront  comprises  dans  la 
formule  (105)  de  l'exemple  précédent.  De  plus,  en  raisonnant  comme 
dans  cet  exemple  ,  on  aura  évidemment,  à  la  place  de  la  formule  (107), 

(-'')  (^^rH-(^)-=o; 

et  l'on  en  conclura 

I  "  r , 

puis,  en  ayant  égard  aux  équations  (12^)  et  (125)  , 

l  —  X  ,       y^~y,       l^  —  l. 

En  conséquence,  le  point  {x ,  y ,  i)  sera  le  seul  point  commun  à  i'hy- 
perboloïde  et  au  plan  tangent. 
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///  Exemple.  Considérons  la  surface  hélicoWe  représentée  f)ar  l'équa- 
tîon  (4  0  de  la   13/  leçon,  savoir, 

(127)  e^^/?arctang((^)),         ou        ;,  — Artang-^- 

On  aura  pour  l'équation  différentielle  de  cette  surface 

(,.8)        dz^aR    -<r-;/-  ,        ou        ^^^Jz:=.>:dy-yd>:. 

Par  suite,  l'équation  du  plan  tangent  sera 

tandis  ^que  les  équations  de  la  normale  se  trouveront  comprises  dans 
la  fojmui'e 

(130)  _^li^  :^  JL->L  ^  llZ^  . 

^    --'     '  X    -i-y'  X  —y 

A  l'aide  de  ces  diverses  équations,  on  établira  sans  peine  diverses  pro- 
priétés de  la  surface,  et  l'on  prouvera,  par  exemple  ,  que  le  plan  tangent 
coupe  la  surface  suivant  une  infinité  de  lignes  dont  l'une  coïncide  avec 
la  génératrice,  c'est-à-dife ,  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  de 
contact  sur  l'axe  des  1. 

On  peut  remarquer  que  l'axe  des  3  est  entièrement  compris  dans  la 
surface  représentée  par  la  formule  (127).  Si  l'on  veut  obtenir  l'équa- 
tion du  plan  tangent  en  un  point  quelconque  de  ce  mtine  axe  ,  il 
faudra  réduire,  dans  la  formule  (125;)  ,  les  coordonnées  .v  et  7  à  zéro, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  faudra  poser  xzrro  dans  l'équation 

.-5ta„g^=-^(e;-j)scc-(-^). 

produite  par  l'élimination  de  y  entre  les  formules  (127)  et  (i^p).   Or» 
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en  opérant  ainsi,  on  trouvera,  pour  l'équation  du  plan  langent  ei^.  un 
point  de  i'axe  des  i , 


tans 


Donc  ce  plan ,  qui  sera  toujours  vertical  et  renfermera  toujours  l'axe 
dont  il  s'agit,  changera  de  direction  avec  l'ordonnée  1  tin  point  de  con- 
tact, et  reprendra  la  même  direction  quand  le  rapport  -^^  se  trouvera 
augmenté  ou  diminué  d'un   nombre  quelconque  de  circonférences. 

Oiielqueloia  des  lignes  ou  des  points  compris  dans  une  surface  courbe 
offrent  des  particularités  dignes  de  remarque  ,  et  analogues  à  celles 
que  présentent  les  points  singuliers  des  courbes.  Parmi  les  points  singu- 
liers des  surfaces,  on  doit  distinguer  ceux  par  lesquels  on  peut  faire 
passer  une  infinité  de  plans  tangens.  En  chaque  point  de  cette  espèce, 
les  valeurs  de  cosA,  cos^,  cos  v ,  déduites  des  formules  (8)  ou  (9),  de- 
viennent indéterminées  ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  deux  cas , 
savoir,    i .°  quand  l'une  au  moins  des  quantités 

du  du  du 


'  ~~7 —  ' 


.  d  X  d  y  d 


V 


prend  une  valeur  indéterminée  ;  2."  quand  ces  trois_-quanîitcs  devien- 
nent à-la-fois  nulles  ou  infinies.  Dans  l'un  et  l'autre  cas  ,  la  substitu- 
tion des  valeurs  de  x  ,y ,  Z  transforme  l'équation  (2),  qui  représente  le 
plan  tangent,  en  une  équation  identique,  ou  du  moins  en  une  équa- 
tion  qui  renferme  une  constante  arbitraire. 

Considérons ,  par  exemple ,  le  sommet  de  la  surface  conique  repré- 
sentée par  la  formule  {50).  Comme  ce  sommet  coïncide  avec  l'origine, 
les  valeurs  correspondantes  de  x,y,  1  seront  nulles;  et  en  substituant 
ces  valeurs  dans  l'équation  (53),  on  fera  évanouir  les  deux  membres. 
Toutefois,  si,  à  la  place  des  coordonnées  rectangulaires  x ,  y ,  on  in- 
troduit les   coordoniiées  polaires    r  et  p ,    liées  aux  premières   par  les 
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équations  (113),  i'cquation  (50)  donnera 

(13  0  2  =  —  ir'  '- 

et  la  formule  (53)  deviendra  gcnéraiement 

(132)  ^  cos  p -h  yt  sin  p  =  R  C,- 

Ainsi  i  équation  du  plan  tangent  ne  renfermera  qu'une  seule  des  coor- 
données polaires,  savoir,  l'angle /j.  Or  cet  angle,  qui  est  déterminé 
pour  tous  les  points  de  ia  surface  conique  autres  que  le  sommet,  cesse 
de  l'être  pour  le  sommet  lui-même,  et  se  change  alors  en  une  constante 
arbitraire.  Aux  diverses  valeurs  que  cette  constante  peut  recevoir  cor- 
respondent une  inimité  de  plans  représentés  par  l'équation  (132)  et 
tangens  à  la  surface  conique. 
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QUINZIÈME  LEÇON. 

Centres  et  Diamètres  des  Stufaces  courbes  et  des  Courbes  tracées  dans 
l'espace.  Axes  des  Surfaces  courbes. 


On  nomme  centre  d'une  courbe  ou  d'une  surface  courbe  un  point 
tel  que  ies  rayons  vecteurs  menés  de  ce  point  à  la  courbe  ou  à  la  sur- 
face soient  deux  à  deux  égaux  et  dirigés  en  sens  contraires.  Lorsqu'une 
courbe  ou  surface  courbe  a  un  centre ,  et  qu'on  y  a  transporté  l'origine 
des  coordonnées,  on  n'altère  point  l'équation  ou  les  équations  de  cette 
surface  ou  de  cette  courbe  entre  des  coordonnées  rectilignes  x,  )/,  1, 
en  remplaçant  .y  par  —  .v,  y  par  —y,  et  2  par  —  j.  Lorsque  le  centre 
coïncide  avec  le  point  qui  a  pour  coordonnées  a,  h,  c,  on  n'altère 
point  l'équation  de  la  surface  ou  le  système  des  deux  équations  de  la 
courbe  en  remplaçant   x  par  7.a  —  x,  y  par  ih — y ,   et  13  par  7.C  —  1. 

Exemples.   La  surface  du  second  degré  représentée  par  l'équation 

(i)        Ax-  -h  By^  -+-  Ci^  -K  2  Dyi  -t-  :2.Eix  -f-  :i.Fxy  =  AT, 

et  la  courbe  suivant  laquelle  cette  surface  est  coupée  par  le  plan 

(2)  X  cos  A  -f-  y  cos  ^t  -\-  1  cos  v  z^z  o  , 

ont  pour  centre  commun  l'origine  des  coordonnées. 

Si  l'on  désigne  paF  x,  y,  1  des  coordonnées  rectangulaires,  la  sphère 

(3)  [x-ay  -^[y-iy  -^  {i-cy  =  R^ , 

et  le  cercle  représenté  par  le  système  des  équations 

Lcfens  de  AI,  Canchy.  i."  Année.  q  n 


(4) 
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I       [x  —  a)  cos  A  -f-  (>'  —  l))  cos  /x,  -t-  (  ^  —  c)  cos  v  =  o  , 

auront  pour  centre  commun  le  point  {ii,  h,  c). 

Une  courbe  ou  surface  courbe  peut  avoir  une  infinité  de  centres. 
Ainsi,  par  exemple,  si,  après  avoir  tracé,  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
une  droite  donnée,  une  courbe  qui  ait  un  centre  placé  sur  la  droite,  on 
construit  une  surface  cylindrique  dont  cette  courbe  soit  la  base  et  dont 
la  génératrice  soit  parallèle  à  la  droite  dont  il  s'agit ,  chaque  point  de 
cette  droite  sera  évidemment  un  centre  de  la  surface  cylindrique. 

Toute  droite  menée  par  le  centre  d'une  courbe  ou  surface  courbe  est 
un  diamètre  de  cette  courbe  ou  de  cette  surface. 

On  appelle  axe  d'une  surface  courbe  une  droite  tracée  de  manière  à 
partager  en  deux  parties  symétriques  chacune  des  courbes  planes  qu'on 
obtient  en  coupant  la  surface  par  des  plans  qui  renferment  cette  même 
droite.  Un  tel  axe  est  nécessairement  normal  à  la  surface  courbe  dans 
chaque  point  où  il  le  rencontre,  à  moins  que  le  plan  tangent  mené 
par  le  point  de  rencontre  ne  devienne  indéterminé.  De  plus  ,  chaque 
point  de  l'axe  est  évidemment  un  centre  de  la  section  faite  dans  la 
surface  par  le  plan  qui  est  perpendiculaire  à  l'axe ,  et  qui  renferme  ce 
même  point.  Donc ,  si  cet  axe  coïncide  avec  l'axe  des  x ,  et  si  les  coor- 
données X,  y ,  2  sont  rectangulaires,  on  n'altérera  pas  l'équation  de  la 
surface  en  y  remplaçant  à-la-fois  /  par  — v  et  i  par  —  i. 

Soit   maintenant 
())  «  =  o 

l'équation  d'une  surfice  courbe  fermée  de  toutes  parts  ,  u  :=./ [x ,  y,  i) 
désignant  une  fonction  des  coordonnées  rectangulaires  x,y,  i;  et  ima- 
ginons qu'un  certain  point  {(9)  soit  le  centre  unique  de  cette  surface 
courbe  et  de  toutes  les  sections  planes  faites  dans  la  surface  par  des 
plans  qui  renferment  le  point  {0).  Si  la  surface  «=o   admet  un   ou 
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plusieurs  axes,  le  point  (0)  devra  être  situé  sur  chacun  d'eux,  puisque 
les  plans  menés  par  ce  point  et  perpendiculaires  aux  axes  couperont  la 
surface  suivant  des  courbes  dont  il  sera  l'unique  centre.  Si ,  pour  plus 
de  commodité,  on  place  le  point  {0)  à  l'origine  des  coordonnées,  le 
rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  (a,;',  z)  ^^  ^^  surface  courbe 
et  la  normale  élevée  par  ce  point  formeront ,  avec  le  demi  -  axe  des 
coordonnées  positives,  des  angles  dont  les  cosinus  seront  proportionnels, 
d'une  part,  aux  coordonnées 

X.      y  .      i; 

de  l'autre,  aux  fonctions  dérivées 

du  du  du 


■•)         —, —  ■> 


dy  di 

Cela  posé,  concevons  que  le  rayon  vecteur  coïncide  avec  un  axe  de 
la  surface  courbe.  Comme  cet  axe ,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut,  se  confondra  lui-même  généralement  avec  la  normale  élevée  par 
le  point  [x ,  y ,  z)  >  ^^^  quantités 

du  du  du 


»       •-; — > 


d  X  dy  d  ç 

deviendront  évidemment  proportionnelles  aux  coordonnées  x,yt  z»  ^^ 
l'on  aura  en  conséquence 

[dus         (  d"  \        l  '^"  \ 
^    '  X  y  i 

Il  est  bon  d'observer  que  l'on  n'aurait  rien  à  changer  à  la  formule  (6), 
si  la  surface  proposée  était  représentée ,  non  par  l'équation  (  5  ) ,  mais 
par  la  suivante  , 

(7)  a  =  c, 

c  désignant  une  quantité  constante. 
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La  formule  (6),  réunie  à  l'équation  (7),  suffit  pour  déterminer  les 
coordonnées  .v,  /,  z  des  points  où  les  normales  menées  par  l'origine  à  la 
surface  «=:=<:  rencontrent  cette  même  surface.  A  chacune  des  normales 
dont  il  s'agit  répond  un  système  particulier  de  valeurs  des  variables 
x,y,  i,  et  ces  valeurs,  substituées  dans  la  formule 

/Qv  COS  A     COS|U.     COS  V I  I 

font  connaître  les  angles  A,  /a,  v  que  la  normale,  prolongée  dans  un 
sens  ou  dans  un  autre  ,  forme  avec  les  demi  -  axes  des  coordonnées 
positives-  Veut-on  maintenant  savoir  si  la  normale  que  l'on  considère 
est  un  axe  de  la  surface  ar^f  !  Il  suffira  de  couper  la  surface  par  des 
plans  perpendiculaires  à  cette  normale ,  et  d'examiner  si  chacune  des 
courbes  d'intersection  a  un  centre  situé  sur  la  normale  elle-même.  Or, 
si  l'on  prend  sur  la  normale ,  prolongée  dans  un  sens  ou  dans  l'autre , 
un  point  situé  à  la  distance  k  de  l'origine,  les  coordonnées  de  ce  point 
seront 

k  cos  A  ,        k  cos  fA.  ,        k  cos  v  , 

et  le  plan  mené  perpendiculairement  à  la  normale  par  le  même  point 
sera  représenté  par  l'équation 

(p)  x  cos  A -I- ^  cos /M.  H- 2  cos  V  =  ^. 

Donc ,  en  vertu  des  remarques  faites  ci-dessus  ,  on  aura  seulement  à 
examiner  si  le  système  des  équations  (7)  et  (9)  se  trouve  altéré  par 
la  substitution  des  diffifrences 

2  Â  cos  A  — A-,      zkcosf^  —  y,      2  A  cos  v  —  ^ 

à  la  place  des  coordonnées  x,y,  i;  et  comme,  après  cette  substitu- 
tion, l'équation  (9)  reprendra  sa  forme  primitive,  on  devra  simplement 
chercher,  en  écrivant  f{x,y,  2)  au  lieu  de  u,  si  l'équation 

(10)  f[zkcosÀ.  —  x,      zkcos /x—y,      2y^cosi'  — 2)  ^=  o 
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peut  résulter,  quelle  que  soit  la  valeur  de  ^,  de  la  combinaison  des 
équations  (7)  et  (p). 

Dans  le  cas  où  la  fonction  u  est  une  fonction  homogène  du  degré 
w ,  on  a 

,       >  du  du  du 

et  la  formule  (6)  entraîne  la  suivante  : 

(  du  \  J  ^"  \  (  '^  "  \ 

(     ,^  \  dx  I    Kiy)    Xd^J    mu 

^     ''  X  y  ^  "^    x'- -i- y- -i- 1^ 

Alors,  en  désignant  par  r  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point 
{x,y,  1)  ,  et  posant  en   conséquence 

(13)  X'-  -i- f- -h  z"  =  r* , 

on  tirera  des  formules  (7)  et  (12) 

(  du  \  /'^"\  f'^"\ 

/      /\  \  dx  )    \  dy  j    \  di    I   me 

X  y  i  r-       ' 

Il  est  essentiel  d'observer  qu'en  vertu  des  principes  établis  dans  la 
I  i.^  leçon  de  calcul  différentiel,  la  formule  (6)  est  celle  qui  détermine, 
pour  la  surface  auzzo  ou  u^^c,  les  valeurs  maxima  et  mininia  de  la 
fonction  des  coordonnées  représentée  par  x"  -\-y^  -i-  i' ,  et  par  consé- 
quent les  valeurs  maxima  ou  mitiima  du  rayon  vecteur  r.  Ainsi ,  lors- 
qu'une surface  courbe  a  un  ou  plusieurs  axes  qui  passent  par  l'origine  , 
il  faut  que  le  rayon  vecteur  se  dirige  suivant  l'un  de  ces  axes  pour  de- 
venir un  maximum  ou  un  minimum.  C'est,  au  reste,  ce  qu'il  était  facile 
de  prévoir. 

On  appliquera  sans  peine  les  principes  que  nous  venons  d'exposer 
à  la  solution  des  problèmes  suivans. 

i.^""  Problème.    Trouver ,  s'il  y  a  lieu ,  le  centre  et  les  axes  de  la  surface 
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du  second  degré  représentée  par  l'équation 

(15)     Ax--Y-By^-^Cz'--^2Dyi-^zEix-\-2Fxy-^Gx-\-Hy-^Il=.K. 

Solution.  Si  la  surface  (15)  a  un  centre,  et  si  i'on  désigne  par  x^, 
y„,  I0  ies  coordonnées  de  ce  point,  il  suffira,  pour  y  transporter  l'ori- 
gine, de  remplacer  dans  l'équation  (15)  x  par  x-^Xo,  y  par  y-^jo ,  et 
l  par  ^-+-2o.  De  plus,  l'équation  transformée,  savoir, 

Ax-'^-By'-  -\~  Ci'^  -f-  ^Dyl  -h  zEix  -f-  ^Fxy 
-Je-  ^  {A  Xo  -t-  Fyo  -i-  E  Zo  -i-  G)  X 
{i6){-^  2  {Fxo -^  By, -^  Dzo -\- H)y 
H-  a  (£a-o  -t-  Dyo  -h  C  Zo  -h  I)  Z 
=K-{Axo*-i-Byo^-^Czo*-^2DyoZo-^2.Ez<,Xo-i-2Fxoyo-^Gx^-\-Hyo-i-IZo), 

ne  devant  point  être  altérée  quand  on  substituera  simultanément  —  a- 
à  X,  —y  à  y,  et  —  ^  à  ^^  il  faudra  que  dans  cette  transformée  ies 
coefficiens  de  x,  y,  z  ^^  réduisent  à  zéro.  On  aura  donc 

f     A  Xo  -\-  Fyo  -\-  E  Zo^=-  —  G  . 
(17)       \     Fx.-\-Byo-^Dz.-=  —  H, 
{     £  Xo  -J-  D  yo  -):-  G  Zo  =  —  /  / 

et  par  suite  v 

(BC  —  D^)G-^(DE—CF)  H-^(FD  —  BE)I 

■^»         —  ABC—D^A—E--B  —  F-C-\-2.DEF  ' 

,    ON       /  [DE— CE)  G  -i-  (CA  —  E')  H  -h  (EF—  AD)  I 

\      I      \     yo  — —  ABC  —  D-A—E-B  —  F-C-\-2.DEF  ' 

[FD  —  BE)  G  -\-  [FF  —  AD)  H -^-  [AB  —F^]  I 

^°  ABC  —  D^A  —  E^B  —  F'C^zDEF 


Or,  les  équations  (18)  fourniront  un  système  unique  de  valeurs  finies 
de  A'o ,  yo,  Z°  >  toutes  les  fois  que  la  quantité 
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(i^)  ABC-D^A-E'B-F-C-^iDEF 

aura  une  valeur  différente  de  zéro.  Donc  alors  la  surface  (i  5)  aura  un 
centre  unique,  placé  à  une  distance  finie  de  l'origine  des  coordonnées. 
Si  l'on  suppose  au  contraire 

(20)  ABC-D'A-E'B-F^C-\-^DEF—o, 

alors  la  distance  du  centre  à  l'origine  deviendra  infinie  ,  ou,  en  d'autres 
termes ,  il  n'y  aura  plus  de  centre  ,  à  moins  que  le  second  membre  de 
chacune  des  équations  (18)  ne  se  présente  sous  la  forme  -^.  Dansce 
dernier  cas ,  on  trouverait  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  .Vo , 
>'<..  Zo  pi'opres  à  vérifier  les  formules  (17),  et  par  conséquent  la  surface 
(  I  5)  aurait  une  infinité  de  centres. 

Lorsque  la  surface  (15)  a  un  centre  ou  une  infinité  de  centres,  et 
que  l'un  d'eux  est  pris  pour  origine,  l'équation  (15)  se  trouve  ramenée 
à  la  forme 

(f)         Ax^  -{-  By-  -^  Cz^  -^  ^Dyz-^  2E1X -\- iFxy=^  K. 

Si  l'on  suppose  d'ailleurs  que  les  coordonnées  x,  y,  z  soient  rectangu- 
laires, ces  coordonnées  vérifieront  l'équation  (i4)'  réduite  à  la  formule 

,      X  Ax-i-F)-^E^   Ex-i-By-i-Di   Ex-i-Dj-i-Ci   A' 

^        J  X  _y  l  r'-      ' 

toutes  les    fois   que  le  i"ayon    vecteur   r,    mené   de   forigine    au    point 
(.Y,  y,  z)  '  deviendra  normal  à  la  surface  proposée.  On  aura  donc  alors 

[A  —  ^'jx-hFy-h-Ez  =  o, 

(22)  ^      Fx-h[B~^)y-hDz=o, 

Ex-+-Dy-^[C—^)l  =  o. 

En  éliminant   de  ces  dernières  équations   x,  y  et  i,  on  obtiendra   la 
suivante  , 
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1  -DiA-±-)-E-{B-^)-F'(C-4-)  =  .. 
Enfin ,  si  l'on  fait ,  pour  abréger , 
(24)  -^j-  =  s, 

i'équation   (23)  deviendra 

(2  5)     {A~s){B-s){C-s)-D'{A-s)-E'{B-s)-f'{C-s)-^2DEF=  o , 
et  l'on  tirera  des  formules  (22)  réunies  à  fa  formule  (8) 

!A  cos  A  -+-  F cos  fx  -+-  E  cos  v  =  s  cos  A, 
F  cos  A  H-  5  cos  fx  -{-  D  cOs  V  =:  s  cos  fA, , 
E  COS  A  H-  D  cos  /x,  -h-  6"  cos  V  r=  j  cos  v . 

Les  équations  (25)  et  (26)  suffiront  pour  déterminer  la  longueur 

'  =  /(f) 

de  chaque  rayon  vecteur  normal  à  la  surface ,  et  les  angles  A ,  /a  ,  v 
formés  par  un  rayon  normal  avec  les  demi -axes  des  coordonnées  po- 
sitives. 

Il  est  important  de  fixer  le  nombre  des  systèmes  de  valeurs  réelles 
que  les  équations  (25)  et  (26)  peuvent  fournir  pour  les  inconnues 
cos  A,  cos  /x-,  cos  V  et  s.  Pour  y  parvenir,  j'observerai  d'abord  que  l'é- 
quation (25)  résulte  de  l'élimination  de  cos  A ,  cos /x ,  cos  v  entre  les 
formules  (26),  et  que,  pour  une  valeur  réelle  de  s  propre  à  vérifier 
l'équation  (25),  on  tire  des  formules  (26)  une  valeur  unique  de  chacun 
des  rapports 

cos  M.  COS  l- 

et 


ces  h. 
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En  effet,  les  Jeux  premières  des  formules  (26)  entraînent  la  suivante: 

!COS  A                    COS  U                   COS  / 
TD—E^B-s)     EF—U[A-s)               {A-s)[B-s)—F' 
h-  ! - . 
V\[ED—EyB-s)Y-i-[tF—D[A-s)Y-^-[{A-s)[B-s)-F^]'\ 

Donc  une  seule  droite,  qui  peut  être  prolongée  dans  deux  directions 
opposées,  correspond  à  chaque  valeur  réelle  de  l'inconnue  j. . 

II  est  encore  facile  de  s'assurer  que  l'équation  (25)  ne  sera  point  al- 
térée, si  l'on  y  remplace  les  constantes 

A,    B,    C,    D,    E,    F 

par  d'autres  quantités 

propres  à  représenter  les  coefficiens  des  carrés  et  des  doubles  produits 
des  coordonnées  dans  la  formule  que  J'on  déduit  de  l'équation  (;)  ,  en 
substituant  au  système  de  coordonnées  rectangulaires  .v,  y,  1  un  autre 
système  de  coordonnées  rectangulaires  ^,  n,  <^.  Pour  le  prouver,  con- 
cevons que  les  nouveaux  axes  des  coordonnées  ^,  vi,  ^,  étant  prolongés 
dans  le  sens  des  coordonnées  positives,  forment  avec  le  demi-axe  des 
X  positives  les  angles  «to,  et., ,  «x-,,  avec  le  demi -axe  des  y  positives 
les  angles  /3o,  /3,,  /3,,  et  avec  le  demi-axe  des  i  positives  les  angles 
Vo,  y,  ,  y,.  On  aura  \yoyei  les  Préliminaires,  page  15?] 

.V  =  ^  COS  cto  -^-  ri  cos  et,  H-  (^  COS  ct^  , 

(28)  ^        7  =  ^  cos/3a  H- r  COS /3,  -H  (^  COS /3^  , 
2  =  ^  COS  y^  -j-  >i  COS  y,  -t-  ^  cos  y^  ; 

^  r:r  ,v  COS  cto  -+-  y  COS  /3o  H-  2  cos  y^  , 

(29)  {        *i  =r  .V  COS  et,  H-  /  cos  /3,  -V-  z  cos  y,  , 
(^  =  .V  COS  (i.^-\-  y  COS  (i^  -\~  Z  COS  y^  ; 

Ltçons  de  M.  Cduchy.  i/' Année.  Hn 
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et,  en  substituant  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  les  valeurs 
de  x,y,  1  exprimées  en  fonction  de  ^,  n,  (^,  on  obtiendra  une  autre 
équation   de  la  forme 

{30}        Jl'^-  -\-  Sht'  -\-  et;  -^  r^^K^^  ^£t^l-^  ^^lT  —  K. 

On  doit  remarquer  à  ce  sujet  qu'en  vertu  des  relations  établies  entre 
les  deux  espèces  de  coordonnées,  on  aura  identiquement,  et  quelles 
que  soient  les  valeurs  de  chacune  des  vûriables  ^,  r,  (^  , 

(  Ax-  -\-  By-  —h  C-i-  -:-  2  Dy  i  -\-  ^E ix  -\~  ^.Fx  y 

On  pourra  donc  différencier  l'équation  (31)  par  rapport  à  chacune  des 
variables  ^,  n,  (^  considérée  comme  indépendante.  Ainsi,  par  exemple, 
en  effectuant  une  différenciation  relative  à  ^,  et  observant  que  l'on  a, 
en  venu  des  formules  (28)  , 

d  X  d y     ^  d-^ 


cos  /3„  ,    —f-  =  cos  y, , 


d^  O,  j^  ^^o,  ^^ 

on  trouvera 
[Ax -+- Fy-¥-Ei)  cos ct^-\-{Fx^By'i'Di)  cos [io-^{Ex-\-Dy-+Ci)cosy^ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

[Ax-^  Fy  -\-  El)  cos  cLo-^  [F  X  -^  By  -i-  D^)  cos  H^ -^  [E  x  -i-  Dy -h  C^)cos>^ 


I   =c'i{xcosao+yco}^a+zcosy^)-i-^{xcosa^+ycospj^-i-:^cosy,)-i-:;;;''{xcosu^+ycosli^+ico;yi]. 

On  trouverait  au  contraire ,  en  différenciant  successivement  par  rapport 
à  chacune  des  variables  71  et  (^  , 

f        {Ax^Fy-\-Ei)cosa.,-y-[Fx-+'By-hDi)cosli,-h{Ex-i-Dy-i-Ci)cosy, 
{  —S{xcosu^+ycoifi,,-i.icosy;i-i-âi{xcosa,+ycos,Z,+icosy,]-h£[xcosa^+ycos!i^+lcosy^). 

et 
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A       iAx-hFy-\-E-)cosa2~i-{Fx-i-  By-i-Di)coi(ii-i-{Ex-^Dy-h  Ci)cosyz 
I   =:C{xcosa^-^ycO!.li^+lCOSyo)-i-é/h{xcosa.,+ycos/i^+lcosy,)-i-S{xcosci2+ycostiz+ico;yi]. 

Les  formules  (32),  {^^)  et  (3  4)  sont  nécessairement  identiques  ;  c'est- 
à-dire  qu'elles  doivent  être  vérifie'es  pour  toutes  les  valeurs  possibles 
de  .V,  y,  i.  On  en  déduirait  facilement  les  valeurs  de  <A,  S,  G,  £>,  £,  3^ 
exprimées  en  fonction  de  A,  B,  C,  D,  E,  F,  et  les  valeurs  de  ces 
dernières  quantités  en  fonction  des  premières.  Si  dans  les  mêmes  for- 
mules on  pose 

X  r=  CCS  A  ,      y  ^^^^  cos  ,w.  ,       1^=.  cos  v  , 

et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

cos  d-o  cos  A  — f-  COS  ,5o  cos  i-L  H-  cos  Yo  cos  v  :=i  cos  £■ , 
(35)      /        cos  et,  cos  A  H- cos, 5,  cos  ^- -h  cos  7,  cos  V  z=:  cos  c4&  , 
cos  et-,  cos  A  H-  cos  /3,  cos  ,m,  -f-  cos  y,  cos  v  zm  cos  c4' , 

ce  qui  revient  à  désigner  par  £ ,  cÂh ,  cA'°  les  angles  que  forme  le  rayon 
vecteur  /'  avec  les  nouveaux  axes  des  coordonnées,  on  trouvera,  en 
ayant  égard  aux  équations  (26)  , 

c/lcos  £  -+-  c/^cos  c4i  -f-  (f  cos  et  =zr  s  cos  i?, 
(3  ^)      l  '^'^^^  £ -h-  c/:i  cos  c/IÙ  -h-  ^  cos  or=r  s  cos  c46  , 

<?  cos  £  -+-  S)  cos  cât  -f-  (3  cos  g4^:=:  s  cos  c4^ 

Le  système  de  ces  trois  dernières  est  équivalent  à  celui  des  équations 
(26).  Par  conséquent ,  si  l'on  élimine  entre  les  formules  (36)  les  cosfnus 
des  angles  £,  c/lL,  e/ff  on  devra  retrouver  l'équation  (25).  Or,  l'élimi- 
nation  dont  il  s'agit  produit  la  formule 

(3  7)    (cA-s)  (c^-i)  {C-s)  -  S)^  {'As)  -£'-  [é^s)  -  dr"*  [C-s)  H-  2  £)  £S^—  o. 

Donc  celle-ci  sera  équivalente  à  l'équation  (25),  et  fournira  les  mêmes 
valeurs  de  s ,  soit  réelles,  soit  imaginaires.  Il  est  d'ailleurs  évident  que, 

h/i  '■ 
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pour  obtenir  la  formule  (37),  il  suffira  de  remplacer  dans  l'équation  (25) 

les  quantite's  A.  B,  C ,  D,  E,  F  par  les  quantités  c/l,,  S6,  C,  <£>,  £,  d: 

Il  est  bon  de  remarquer  qu'on  arriverait  directement  aux  formules 
(36)  et  (37).  si  l'on  cherchait  les  rayons  vecteurs  normaux  à  la  surface 
du  second  degré  en  partant  de  l'équation  (30). 

Lorsqu'on  développe  l'équation  (25)  ,  elle  devient 

^^  '     \=ABC—D'A  —  E-B  —  F'C~h2DEF. 

Pour  que  celle-ci  ne  soit  pas  altérée   par  la  substitution  des  quantités 
Jl,  Sh,  C,  £>,  £,  dF  aux  quantités  A,  B,  C,  D,  E,  F,  il  faut  que  l'on  ait 

j  t/i^~\-Sh-\-e=A-\-B-\~C. 

[^À  ^Sh^cAC-^She-^'-t-S'^'  —  AB-^AC+BC-D^-E'-F^ 
(  AShe-cA.'x>'--Sh£---G^'-^z^£3^—  ABC-AD'-BE'-CF^-^zDEF. 

On  pourrait  vérifier  directement  chacune  de  ces  dernières  équations, 
en  y  substituant  les  valeurs  générales  de  c/l,  Sh,  C,  S),  £,  oF  exprimées 
en  fonction  de  A ,  B ,  C ,  D ,  E ,  F ,  et  tenant  compte  des  relations  qui 
existent  entre  les  cosinus  des  angles  oc-o ,  ^o ,  7o ,  et, ,  /3, ,  7, ,  cl^,  (i^,y^. 
On  pourrait  aussi  établir  les  équations  (35^)  en  prouvant  que  l'on  a,  quel 
que  soit  s , 

(       {A-s)[B-s)[C-s)—D'-[A-s)—E\B-s)—F'-[C-s)-^zDEF 

^'^''\=i[c/t-s)  [éI^-s){e-s)-^\cÂ-s)-t-{^-s)-^\e-s)■+■l^€^. 

Or,  pour  y  parvenir,  il  suffit  d'observer  que,  si  l'on  désigne  par  Ho, 
h..,  Co',  ^,  ,  h,,  c,  ;  a^,  h^,  c^  les  coefficiens  des  variables  a-,  y ,  i  dans 
les  équations  (32),  [^i^)  et  (34),  on  trouvera  pour  les  valeurs  de  ces 
coefilciens  tirées  des  premiers  membres 
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1'  ao=i:y4cosat-t-Fcos/So-t-  £"cos>-,,  fl,  =  /4cosa, -t-Fcos/3, -t-fcos-)- ,  ,  di  =  A  cos  a^  -^-  Fcos  fi  2  -\-  £co%  y  ^  , 

(4  ^j  \l'o  =  Fcosao-t-i5cos/îo-t-Z?cos7oi^i  ^=  Fcoia,  -+-5cos/3,-i-Z)co5  7,,  /;,  r=  fcosaj  -t-ficosfij-t-ZJLUj-)  j , 

(  Ca  =  EcosAc  4- ZJcos /3o -H  Ccos 7o ,  c,  =  £cosa, -i-Z)cos /^ j -H  CCOS7, ,  f2  r=  £~cosa,-t-£)cos32-+-  Ccos>z, 

et  pour  les  valeurs  des  mcmes  coeiïiciens  tirées  des  seconds  membres 

(Tj  =r  c/icosa^-H-Tcosa:,  -t-Ccosdj  ,  a,  =r  Jcostfo-l-  cPjcosa.,  -t-Ccosa^,  aa  ^  Ccostfo-h- £cosa,  -+-  6'co5>i, 
Tj  =:t'Z-cos>o-t-<?cos>,  -nCcos^a,  c,  =  JcosT-o-H  <^cosî',-+-Ocos>2,  Cl  z=:  Ccos>o-t-23cos>,  -t-  f  COS>i. 

Ajoutons  que  ,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

cosa;,cos/3,cosJ-j-cosaoCos;3^cos>',-'rCosa,co.v3jCos>-c-cos«iCos/S(,cos?-j+cosa^cos/3oCosj',-cosaiCos/J,co5>„ 

on  conclura  des  formules   (41)  et  (4-) 

=z{ABC  —  D'A  —E'-D  —  F-C-\-  iDEF)A 

—  {c/ùsc  —  ^'-c/i  —  £'-^  —  ci^^e  -+- 1  ^£c;r)A  ; 

puis,  en  remplaçant  û^,  b,,  c^  par  a^—scosa.^,  b—scosj3,,  c,—scosy^, 

{cJo  —  scosx„){b,  —  icos/3,)(r,  —  icosy,)  -\-  a.b^Co  -\-  a,_b^c, 
—  b^c,  [ûo—scosa.o)  —  Cod._{b,  —  Jcos/3,  )— ^7,  /"o  (c^  —  jcosy^  ) 

=1  [{A-s):B-s)[C-s)—D^{A-s)—E\B-s)—r-{C-s)-h2DEF]  A 

=  [(^-i)(c^-^)((?-i)-^^(c/f,-j).-^c5'^(<^_j)-cr^(e-j)-|-2^C?cr]  A. 

En   divisant   par   A   la   dernière   formule  ,   on   retrouvera  évidemment 
l'équation  (40). 

Revenons  maintenant  à  l'équation  (25).  Cette  équation,  étant  du 
troisième  degré,  aura  au  moins  une  racine  réelle,  à  laquelle  corres- 
pondront deux  systèmes  de  valeurs  réelles  de  cosA,  cas  y. ,  cosv,  dé- 
terminés par  la  formule  (27),  et  propres  à  représenter  les  cosinus  des 
angles  qu'âne  même  droite,  prolongée  en  deux  sens  opposés,  fait  avec 


2^6  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

les  demi-axes  Jes  ccortfonnées  positives.  Cela  posé,  si  l'on  prend 

ou,  en  d'antres  termes,  si  l'on  choisit  pour  demi-axe  des  abscisses 
positives,  dans  le  nouveau  système  de  coordonnées,  la  droite  qui  forme 
les  angles  A,  /U.,  v  avec  les  demi-axes  des  x,  y  et  i  positives,  on  trouvera 

(44)  cos£=  ï  ,      cosc/^&  =  o,      cos&t^:=:o; 
et  les  formules  {^6)  donneront 

(45)  c/l=:s.  £:=0,  dr=:  O. 

Donc  alors  la  quantité  cA>  sera  précisément  la  racine  réelle  dont  nous 
venons  de  parler.  De  plus,  en  vertu  des  formules  (45)1  fes  équations 
(30)  et  {^y)  deviendront  respectivement 

et 

(47)  (c^-.)   [(c^-.)    [C-S)   —  ^-■\  =  O. 

L'équation  (46)  n'étant  pas  altérée  quand  on  y  remplace  en  même  temps 
n  par  — 71  et  (^  par  — ^,  il  en  résulte  que  le  nouvel  axe  des  abscisses 
est  un  axe  de  la  surface  représentée  par  cette  équation.  Quant  à  l'équa- 
tion (47).  si  on  la  divise  par  le  facteur  c/l—s,  qui  correspond  à  la  ra- 
cine sz=^c/l,  elle  deviendra 

(48)  s--  —  {S-hC)s-^SC  —  ^'  =  o, 

et  fournira  deux  nouvelles  racines  réelles  comprises  dans  la  formule 

Donc  l'équation  (25),  qui  ne  difi'ère  pas  de  l'équation  (47).  ^  ses  trois 
racines  réelles.  A  ces  trois  racines  correspondent  trois  droites  qui  sont 
autant  d'axes  de  la  surface  proposée,  et  dont  chacune,  prolongée  dans 
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lin  sens  ou  dans  un  autre ,  forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées 
A,  y ,  Z'  ^'^  B>  '"',  ^  y  les  angles  A  ,  ^c ,  v,  ou  £,  câL,  c'i  ,  déterminés 
par  les  équations  (27)  ou  (35).  Si  l'on  suppose  toujours  que  l'une  dexes 
droites  coïncide  avec  l'axe  des  ^,  on  aura,  comme  ci-dessus,  c=ro  , 
JÀzz:  o  ,  et  la  première  des  équations  (3  6)  donnera 

(50)  [s  —  o^)  cos 


P- 


o. 


De  plus,  comme  Téquaticn  (50)  devra  être  vérifiée,  non-seulement  pour 
la  droite  correspondante  à  la  racine  j:=c'2-,  mais  encore  pour  les  deux 
autres  droites,  on  aura  nécessairement,  pour  chacune  de  ces  dernières , 
(5  i)  cos  £:=^  o  , 

à  moins  que  l'équation  (47)  n'admette  des  racines  égales.  Donc,  si  Ton 
excepte  ce  cas  particulier,  la  droite  correspondante  à  la  racine  s^nz/L 
sera  perpendiculaire  aux  deux  autres;  et,  comme  dans  l'c^uation.  (50) 
on  peut  prendre  pour  cA:>  l'une  quelconque  des  trois  racines  réelles  de 
l'équation.  (25),  nous  sommes  en  droit  de  conclure  que  les  trois  axes 
de  la  surface  du  second  degré  se  couperont  à  angles  droits.  On  pourra 
donc. faire  coïncider  les  nouveaux  axes  des  coordonnées  avec  les  trois 
axes  de  la  surface.  Alors  les  équations  (36)  devront  ctre  vérifiées  quand 
on  réduira  l'un  quelconque  des  angles  £,  c/ît,  e/f®  à  zéro  ,  et  les  deux 

autres  à  ^-j  d'où  il  résulte,  i ."  que  les  trois  racines  de  l'équation  (25) 
seront  égales  aux  coefficiens  désigjiés  par  c/l,  c/i,  C;  2."  que  les  coeffi- 
ciens  ^,  £,  c^  s'évanouiront.  On  aura  donc  à-la-fois 

(52)  ^—o,        €=0,        éT—o; 

et  la  formule  (46)  deviendra 

{53)  c/e-^^H-c^>:=  ^er^^  =  K. 

Quant  à  l'équation  (37)  ,  elle  se  trouvera  réduite  à 
(54)  [^A-s)[S—s)[e-^s)=.o; 
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et  sera  effectivement  satisfaite  si  l'on  égale  s  à  l'une  des' trois  quan- 
tités c/2^.  c^,  e. 

Il  est  facile  Je  s'assurer  directement  que  l'e'qiiation  (53)  représente 
une  surface  du  second  degré  rapportée  à  ses  axes,  c'est-à-dire,  une 
surface  dont  trois  axes  coïncident  avec  les  axes  coordonnés.  En  effet, 
pour  démontrer  cette  assertion  ,  il  suffit  d'observer  que  l'équation  dont 
il  s'agit  n'est  pas  altérée,  quand  on  y  remplace  ^  par  —  ^,  n  par  —  n  et 
^  par  — (^;  et  que,  par  suite,  toute  section  faite  par  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'un  des  axes  coordonnés  est  une  courbe  qui  a  pour  centre  un 
point  de  cet  axe. 

Nous  avons  établi  la  formule  (53)  en  supposant  inégales  les  trois 
racines  de  l'équation  (25).  Si  cette  équation  admettait  deux  racines 
égales  et  une  troisième  racine  distincte  des  deux  premières,  on  pourrait 
concevoir  que  cette  troisième  racine  coïncide  avec  la  racine  c/ù  de  l'é- 
quation (47).  Alors,  la  formule  (49)  devant  fournir  deux  valeurs  égales 
de  s,  on  aurait  nécessairement 

et  par  suite 

Donc  les  formules  (46)  et  (47)  deviendraient  respectivement 
(56)  c/2.^^-Hc^(r^+-C)  =  /i'^ 

(5y)  (c/^ s)   (c^ s)    ■=:  O. 

L'équation  (56)  est  encore  celle  d'une  surface  dont  trois  axes  coïncident 
avec  les  axes  des  coordonnées.  Il  est  essentiel  d'ajouter  que ,  dans  le 
cas  présent ,  les  axes  des  coordonnées  n  et  (^  pourront  être  deux  axes 
quelconques  perpendiculaires  à  l'axe  des  ^  ;  d'où  il  résulte  que  la  surface 
du  second  degré  aura  une  infinité  d'axes,  dont  l'un  sera  l'axe  des  ^  cor- 
respondant à  la  racine  cyî  de  l'équation  (57)  ,  tandis  que  les  autres  , 
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perpendiculaires  à  l'axe  des  ^,  correspondront  tous  à  fa  valeur  cJ3  de 
l'inconnue  s.  On  arriverait  aux  mcmcs  conclusions  en  cherchant  à 
dctenniner  par  le  moyen  des  formules  {^^6)  les  valeurs  de  £,  (M,  cA^ 
correspondantes  à  la  racine  s=z<^.  En  effet,  si  l'on  pose  dans  ces  for- 
mules ^ 

£)  =  o,      £=o,     S^—o,     s  —  éfh  —  e, 

la  première  sera  réduite  à 

(58)  (o'g  — ci(5)cosir— o, 

ou,  plus  simplement,  à 

(5p)  cos  £  ■==.  o  \ 

et  les  deux  dernières  deviendront  identiques  ;  c'est-à-dire  qu'elles  se 
trouveront  vérifiées  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  angles  £,  <M, 
c4;  Donc  le  premier  de  ces  angles,  déterminé  par  l'équation  (59),  sera 
un  angle  droit.  Mais  les  deux  autres  resteront  indéterminés. 

Pour  passer  du  cas  que  nous  venons  d'examiner  à  celui  dans  lequel 
on  suppose  les  trois  racines  de  l'équation  (25)  égales  entre  elles ,  il  suffit 
de  faire 

(60)  c8  =  c/e-. 

Alors  l'équation  (5  e,)  devient 

(61)  c/g(|^_t_,»H-^^)  — A". 

Dans  la  même  hypothèse,  la  formule  (58),  se  trouvant  vérifiée,  quel 
que  soit  £,  n'entraîne  plus  l'équation  (59);  et  les  trois  angles  £,  tM, , 
c/î^restent  indéterminés.  Donc  une  droite  quelconque  menée  par  l'ori- 
gine peut  alors  être  considérée  comme  un  axe  de  la  surface.  La  même 
conclusion  se  déduit  de  l'équation  (<5i)  :  car  cette  équation  représente 
évidemment  une  surface  sphérique  que  l'on  peut  regarder  comme  ayant 
pour  axe  un  quelconque  de  ses  diamètres.  De  plus,  comme  la  surface 
sphérique  dont  il  s'agit  devra  être  encore  représentée  par  l'équation  (i), 

Leçon:  d(  M.  Cavchy.   i.rc  Année.  /  / 
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il  faudra  que  celle-ci  coïncide  avec  la  formule 
{62)  c/£f.v»-f-/-+-2*)  =  Ar 

que  l'on  déduit  immédiatement  de  l'équation  (61)  combinée  avec  la 
suivante 

Or,  les  formules  (  i  )  ^'^  {^^)  ^^^  peuvent  coïncider  qu'autant  que  les 
coefficiens  A,  B,  C  sont  égaux  à  la  quantité  c/l,  et  les  coefficiens  D. 
E ,  F  k  zéro.  Donc  le  cas  où  les  trois  racines  de  l'équation  (25)  de- 
viennent égales  est  celui  dans  lequel  on  a  simultanément 

[6i)  A=B~C,       D=:E  —  Fz=:o. 

il  serait  facile  de  prouver  directement  que  ,  si  l'équation  (25)  a  toutes 
ses  racines  égales,  les  conditions  {64)  seront  vérifiées.  En  effet,  si  l'on 
remplace,  dans  l'équation  {25),  s  par 


D'-hE'~^-  P ,; 


3 

on  obtiendra  une  autre  équation  de  la  forme 

la  valeur  de  p  étant 

A'-\-B^-^-C'-AB-'AC-BC 

p  = _ -H 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

[66)       p=   i^-BY-^^A-CY-^jB-cy   _^^.^^._^^., 

Cela  posé,  admettons  que  les  trois  racines  de  l'équation  (25)  deviennent 
égales.  Celles  de  l'équation  (65)  devront  toutes  s'évanouir.  On  aura  donc 
pzzzo,   ^  r=  G  ,   et  par  suite 
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Or,  cette  dernière  formule  entraîne  évidemment  les  conditions  (<>4)- 

Lorsque  les  quantite's  A ,  B ,  C ,  D ,  E ,  F  vérifient  l'équation  (20), 
la  surface  (i)  a  une  infinité  de  centres,  et  l'équation  (25)  ou  (3S)  a  au 
moins  une  racine  éwaie  à  zéro.  Si  l'on  fait  coïncider  cette  racine  avec 
celle  que  nous  avons  désignée  par  oC",  la  formule  (53)  deviendra 

(68)  shr^'' -\- e^*  —  K , 

et  représentera  un  cylindre  dont  la  génératri^ce  sera  parallèle  à  l'axe  des 
.r.  Si  deux  racines  de  l'équation  (25)  devenaient  égales  à  zéro,  alors,  en 
faisant  coïncider  ces  racines  avec  la  valeur  c^  de  j  qui  vérifie  l'équation 
{57),  on  réduirait  ia  formule  (56)  à  ia  suivante 

(<îp)  cJll^^K, 

de  laquelle  on  tirerait  les  deux  équations 

{70)     5— 1/(^:).     (7.)   5=/(4)' 

propres  à  représenter  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  ^.  Il  est 
inutile  de  chercher  ce  qui  arriverait  si  l'équation  (25)  avait  trois  racines 
nulles  :  car  cela  ne  peut  arriver,  à  moins  que  les  quantités  A ,  B ,  C, 
D,  E ,  F  ne  s'évanouissent  simultanément  dans  l'équation  (1),  c"est-à- 
dire,  à  moins  que  cette  équation  ne  cesse  de  renfermer  les  coordonnées 
X,  y.    i. 

Les  formules  {56),  ((Si),  (68)  et  (6p)  étant  comprises  comme  cas -par- 
ticulier dans  l'équation  (53),  il  suit  évidemment  de  ce  qui  précède  que 
l'équation,  en  coordonnées  rectangulaires,  de  toute  surface  du  second 
degré  qui  a  un  centre  ou  une  infinité  de  centres  ,  peut  être  ramejiée  à 
la  forme  (53).  Ajoutons  que  les  coefficiens  représentés  par  c/?>,  Sh ,  C 
dans  la  formule  (53),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  racijies  de  l'é- 
quation (54)  y  seront  les  trois  valeurs  de 
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_K_ 

correspondantes  aux  points  d'intersection  de  la  surface  avec  les  nouveaux 
axes  des  coordonnées.  C'est  ce  que  l'on  peut  aussi  démontrer  directe- 
ment :  car,  si  l'on  ciierche ,  par  exemple,  le  point  d'intersection  de  la 
surface  avec  l'axe  des  ^,  il  faudra  poser  11  =  0,  (^-=0,  et  l'on  tirera 
en  conséquence  des  formules  (53)  et  (^3) 

P^  zzz  r  :=:  —7-  >         ou       =  e/î-. 

Il  est  duilleurs  évident  que  cette  dernière  équation  fournira  pour  le 
rayon  vecteur  r  une  valeur  réelle ,  si  le  rapport  —j-  est  une  quantité  po- 
sitive, et  une  valeur  imaginaire,  si  ce  rapport  devient  négatif  Dans 
le  premier  cas,  la  valeur  réelle  de  r  sera  la  moitié  de  la  distance  com- 
prise entre  les  deux  points  où  la  surface  rencontrera  l'axe  des  ^,  c'est- 
à-dire,  en  d'autres  termes,  la  moitié  d'un  axe  réel  de  la  surface  proposée. 

Dans  le  second  cas,  l'axe  des  $,  sans  cesser  d'être  un  axe  de  la  surface, 
cessera  de  la  rencontrer. 

Soient  maintenant  û'^ ,  h^ ,  c^  les  valeurs  numériques  des  trois  rap- 

K        K        K  ,  . 

ports  --J- >  -^y  ~^'  ^"  sorte  quon  ait 

(7^)     4=±'''.  4-=±i'.  -l-=±''^ 

a,  b,  c  désignant  des  quantités  positives.  Si  l'on  remplace  les  lettres 
^,  >i,  (^  par  les  lettres  x,y,  i,  la  formule  (53),  divisée  par  K >  deviendra 

Cette  dernière  comprend  huit  autres  formules;  savoir  :  i.°  l'équation 
(74)  ^  +  ^-H^=.. 


~i- 

6»                c'- 

x' 



b-        '       c- 

a* 

a' 

H- 

DU  CALCUL  INFINITESLMAL.  2  5  3 

qui  représente  un  hyperboloïde  dont  les  trois  axes  sont  2(J,  ih,  zc; 
2."  (es   trois  équations 

(75) 

(76) 

(77) 

dont  chacune  représente  un  hyperboloïde  à  une  nappe  [voyei  la  for- 
mule (103)  de  la  i4-'  leçon];   3.°  les  trois  équations 

(78) 

{79) 

(80) 

dont  chacune  représente  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  [voyez  l'équa- 
tion ((24)  de  la  14.'  leçon];  4-°  l'équation 

qui  ne  représente  rien  ,  attendu  qu'on  ne  peut  y  satisfaire  par  des  valeurs 
réelles  des  coordonnées.  Si  deux  des  trois  quantités  oÂ,  S^,  C  devien- 
nent égales  entre  elles,  les  ellipsoïdes  ou  les  hyperboloïdes  ci -dessus 
mentionnés  seront  de  révolution.  Si  l'on  suppose  qA  :=.  Sh -=zi  G ^  la 
formule  (73)  se  réduira  évidemment,  soit  à  l'équation 

(82)  x^H-/-H^^  =  rtS 
qui  représente  une  sphère;  soit  à  l'équation 

(83)  x'-\-y^-\~î-:=z-a^  , 

qui  ne  représente  rien.  Enfin,  si  une  ou  deux  des  quantités  c^,  <^ ,  G 


x^ 

y 

-f  .. 

a' 

b- 

X^ 

^i 

— 

^' 

a^ 

^  ' 

b* 

-+- 

-f-- 
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s'évanouissent,  une  ou  Jeux  des  quantite's  a,  b,  c  deviendront  infinies, 
et  la  formule  (73)  cessera  de  renfermer  ies  trois  coordonnées  x ,y,  1. 
Ainsi ,  par  exemple ,  en  supposant  C=  o  ,  on  aura  czzzoo;  et  la  for- 
mule (73),  réduite  à 


(84)  dz^±.f=r, 


renfermera,  i."  l'équaticn 

(85)  -^-^--ir-^'. 

qui  représente  un  cylindre  elliptique  dont  la  génératrice  est  parallèle  à 
faxe  des  j;  2.°  les  deux  équations 


(87)  --^-^--^^ï- 


dont  chacune  représente  un  cylindre  hyperbolique ,  ayant  encore  pour 
génératrice  une  droite  parallèle  à  l'aie  des  1;  3.°  l'équation 


(88)  --^~i^=='' 

qui  ne  représente  rien.  Si  l'on  égalait  à  zéro  deux  des  quantités  Jl ,  Sh , 
C,  si  l'on  supposait,  par  exemple,  éhz^zo  ,  G:zz.o,  alors  on  aurait 
i=:oo,  f=:oo;  et  par  suite  la  formule  (73),  réduite  à 

(8p)  ^^-=-^^ 

comprendrait  l'équation 

(<?o)  a'  =  ^% 

qui  représente  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x ,  et  l'équation 

qui  ne  représente  rien. 


/  DU  CALCUL  INFINITÉSIMAL.  255 

Le  cas  où  le  second  membre  de  la  formule  (i)  s'évanouit ,  mérite  une 
attention  particulière.  Dans  ce  cas,  i'équation  (53)  se  réduit  à 

Si  de  p!us  on  désigne  par  a^,  b',  c'  les  valeurs  numéi'icjues  des  rapports 

III  ,        . 

—T-i  -s->  -r->  en  sorte  qu  on  ait 

n,  h,  c  désignant  trois  quantités  positivas,  et  si  l'on  remplace  encore  les 
lettres  ^,  ti,  (^  par  les  lettres  x,y,  i,  la  formule  (p2)  deviendra 

(94)  ±^±^±^=0. 

Cette  dernière  comprend  quatre  autres  formules;  savoir  :  i."  l'équation 

(95)  -^-^-Ç-^-7r  =  o; 

qui  représente  l'origine  des  coordonnées,  attendu  qu'on  ne  peut  y  satis- 
faire qu'en  posant  à-la-fois  x  =  o,  /  =  o,  2=0!  ^•°  les  trois  équations 

(97) 

dont  chacune  représente  un  cône  à  base  elliptique,  qui  a  pour  sommet 
l'origine ,  et  pour  axe  l'un  des  axes  coordonnés.  Si  deux  des  quantités 
c/l,  cJ3,  C  devenaient  égales,  l'un  des  trois  cônes  pourrait  être  considéré 
comme  ayant  pour  base  un  cercle  tracé  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe.  Si  l'on  supposait  c/^=:cQz=:  C ,  alors,  dans  chacun  des  trois 
cônes,  la  base  serait  circulaire  ,  et  deux  génératrices  opposées ,  comprises 


a'- 

-h 

b' 

Z 

X» 

— 1- 

y' 

a'- 

b'    * 

/' 
b^ 

-H 

—         > 

a- 
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dans  un  même  pian  passant  par  l'axe  ,  seraient  perpendiculaires  entre 
elles.  Enfin,  si  un  ou  deux  des  coefficiens  cÂ ,  Sh ,  C  se  réduisaient  à 
zéro,  une  ou  deux  des  quantités  a,  b,  c  deviendraient  infinies,  et  la  for- 
mule (94}  cesserait  de  renfermer  les  trois  coordonnées  x,  y,  j.  Ainsi, 
par  exemple,  en  supposant  C=zO  ,  on  trouverait  r  =  oo;  et  la  formule 
(p4).  réduite  à 

=  0  , 


{99) 

a'-               b 

renfermerait , 

i."  l'équation 

(100) 

a'       '       b^ 

=  0  , 

qui  représente  l'axe  des  i ,  attendu  qu'on  ne  peut  y  satisfaire  qu'en 
supposant  à-la-fois  x=:o,  /  =  o  ;   2.°  l'équation 

qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes , 

X  y    *  y    

a  b  a  b  * 

et  représente  en  conséquence  deux  plans  passant  par  l'axe  des  3.  Si 
l'on  supposait  en  même  temps  o8r=o  et  C:z=o,  on  aurait  Zi  =  00  , 
i-mcX);  et  la  formule  (^4)  »  réduite  à 

(102)  A-^   zz:  o  , 

représenterait   le  pian  même  des  y ,  j. 

Il  est  essentiel  d'observer  que  la  métliode  par  laquelle  on  réduit 
l'équation  (i)  à  la  formule  (53),  est  indépendante  de  la  valeur  attri- 
buée à  la  quantité  K ,  et  qu'en  conséquence  les  axes  de  la  surface  (1) 
ne  cliangeront  pas  de  direction  si  l'on  fait  varier  la  quantité  K  sans 
changer  les  valeurs  des  coefficiens   A,  B,  C,  D,  E,  F.  Cela  posé, 
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concevons  que,  k  désignant  une  quantité  positive,  on  prenne  succes- 
sivement 

K  =  k.     K—~k,     K=o. 

A  la  place  de  l'équation  (i),  on  obtiendra  les  trois  suivantes, 


('03) 

Ax^  -+-  Bf  -+-  CiC  -t-  'i-J^yz  ■+•  2£'2-v  -t-  2F.VV      k  , 

(io4) 

Ax'-  -+-  By''  -+-  C"^  -H  zDyi  ^-  a^'^.v  -i-  ^Fxy       —  k , 

(105) 

Ax''  -+-  By-  -H  C^ï  -\-  2Dyi  -H  xEix  -H  2.iu7        0  , 

qui  représenteront  trois  surfaces  dont  les  axes  seront  les  mêmes ,  et  qui 
pourront  être  converties,  par  la  méthode  indiquée,  en  trois  autres  équa- 
tions de  la  forme 

(10^)  ^.^^  ^sivi'  ~\-ec;  =  k, 

(107)  cÂl'  -]-c^r^'  -\-  e^'  —-k. 

(108)  cÂl^  -\-  Sir:-  -\-C^'  =  0. 

Or,  en  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  s'assurera  facilement  que  l'é- 
quation (108)  est  propre  à  représenter,  i .°  un  point  unique,  savoir, 
l'origine,  dans  le  cas  où  Jl.Sh,  C  sont  des  quantités  de  même  signe 
et  différentes  de  zéro;  2.°  un  cône  du  second  degré,  dans  le  cas  où  cA, 
c/2,  C  reçoivent  des  valeurs  différentes  de  zéro  ,  mais  de  signes  divers  ; 
3,"  une  droite,  savoir,  l'un  des  axes  coordonnés,  lorsque  deux  des 
coefficiens  (A,c/2>,  C  sont  des  quantités  de  même  signe ,  le  troisième 
étant  nul;  4-°  deux  plans  passant  par  l'un  des  axes  coordonnés,  lors- 
que deux  des  coefBciens  dont  il  s'agit  sont  de  signes  contraires ,  le  troi- 
sième étant  nul;  5.°  un  des  plans  coordonnés,  dans  le  cas  où  deux  des 
quantités  lA,  Sh ,  (5  s'évanouissent.  Déplus,  on  reconnaîtra  sans  peine 
que  les  équations  (106)  et  (107)  représentent,  dans  le  premier  cas,  un 
ellipsoïde  et  une  surface  imaginaire;  dans  le  second  cas,  deux  hyperbo- 

Lticns  de  M.  Cauchy.  i ."  Année.  £•  y^ 
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ioïdes  (Jont  l'un  se  compose  d'une  seule  nappe  ,  tandis  que  ('aatre  offre 
deux  nappes  distinctes;  dans  le  troisième  cas,  un  cylindre  elliptique  et  un 
cylindre  imaginaire;  dans  le  quatrième  cas,  deux  cylindres  hyperboliques; 
enfin  dans  le  cinquième  cas,  deux  plans  et  une  surface  iinaginaire.  Ajou- 
tons que,  dans  le  second  cas  et  dans  le  qtiatrièmei  leS' trois  surfaces  repré- 
sente'es  par  les  équations  (lOj),  (io4),  (105)  s'approchent  indcnniment 
l'une  de  l'autre  à  mesure  que  l'on  s'éloigne  de  I  origine  des  coordonnées. 
Il  résulte,  en  eftet ,  de  la  remarque  faite  dajis  la  13.^  leçon  [page  202]^ 
que,  si  par  l'origine  on  mène  un  plan  quelconque,  les  droites  d'inter- 
section de  ce  plan  avec  la  surface  (10  >)  seront  les  asymptotes  des  courbes 
suivant  lesquelles  il  coupera  les  surfaces  (105)  et  (io4). 

Nous  avons  prouvé  qu'il  suffisait  de  transformer  les  coordonnées 
rectangulaires  x,y,  i  de  l'équation  (i)  en  d'autres  coordonnées  ^,  n,  ^ 
rectangulaires  elles-mcmes  et  relatives  à  de  nouveaux  axes  convenable- 
ment choisis,  pour  réduire,  dans  tous  les  cds  possibles,  l'équation  (1) 
à  la  formule  (53).  i-a  transformation  de  coordonnées  dont  il  est  ici 
question  s'opère  à  l'aide  de  certaines  valeurs  particulières  attribuées 
da;is  les  formules  (28)  aux  angles  oCo ,  /3o ,  7.  ;  ct,,/3,,y,;  aL,,/i^,y^i 
et  en  vertu  desquelles  le  polynôme 

Ax'  -hBf  -^  Cl  -h  2Dyi~\~  lEix  -+■  if  xy 

devient  identiquement  égal  au  trinôme 

Or  ,  il  est  clair  que  la  même  transformation  changera  la  fonction  linéaire 
et  liomogène  de  x,y,  i,  représentée  par  la  somme  ^ 

Gx  -h  H  y  -h  II , 

en  une  fonction  linéaire  et  homogène  des  ç,  f\ ,  (^ ,  c'est-à-dire,  en  un 
trinôme  de  la  forme  , 
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^,  5»  û^ désignant  de  nouvelfes  constantes,  et  que  par  suite  elle  ré- 
tluira  l'équation  (15),  c'est-à-dire,  l'équation  générale  des  surfaces  du 
second  degré,  à  la  formule 

(lop)  c/?^^-}-c$3:i^-t-(:5t'-t-9'^-H5»i-4-^.^  =  A'. 

De  plus,  la  dernière  des  équations  [^c))  donnera 

(i  .0)  c4Se—  4BC-'AD'-BE---CF'--V-zDEF. 

Cela  posé  ,  si  l'expression  (ip)  a  une  valeur  différente  de  zéro  ,  on 
pourra  en  dire  autant  du  produit  cAShG.  Donc  alors  aucufi  des  coefîi- 
cieiis  cA,  S6,  C  ne  s'évanouira.  Si,  dniis  la  même  hypothèse,  on  prend 


'       c^ —        ^TF  "* 


le  point  (.Vo.^o,  \.  )  sera  évidemuient  un  centre  de  la  surface.  Car  il 
suffira  de  transporter  l'origine  à  ce  point,'  et  de  remplacer  en  coiîsé- 
quence  ^,  ys,  Ç  par  ^-+-.v^,  m-/,,  •  i^-t-^^»  pour  réduire  l'équation  (loy) 
à  la  formule 

(1,2)      c/2-^^+c^vi%e/;^  =  ,r-(c.'^.v„^  +  t%/-HC2,/-H^.v,^-57„H-^2„). 

On  peut  remarquer  d'ailleurs  que  l'équation  (112)  est  semblable  pour 
la  forme  à  l'équation  (53). 

Concevons  maintenant  qu'un  seul  des  coefficiens  i>f ,  c^,  C  s'éva- 
nouisse, et  que  l'or,  ait,  par  exemple,  C=zo.  Alors,  la  valeur  du  rap- 
port ^  devenant  infinie,  ou  indéterminée,  la  surface  (lop)  n'aura 
plus  décentre,  ou  en  aura  une  infinité ,  suivant  que  la  quantité  casera 
ou  ne  sera  pas  égale  à  zéro.  Dans  la  même  hypothèse,  si  l'on  fait 

"il  suffira  de  transporter  l'origine  au   point   (.v^,  y^,  i^)   pour  ramener 
l'équation  (lop)  à  la  forme 
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(il4)  c/^^^  -H  c^n'  -h  ér(^  =  o. 

On  conclma  de  cetle-ci  que  la  surface  proposée  a  pour  axe  l'axe  des  Z- 
Soient  maintenant  a-  ,    Ir    les  valeurs  numériques  —^■>  -j->  et  ic  la 

valeur  du  produit     '\  ■  ,   en  sorte  qu'on  ait 
i  ad 

(,,5)      i=.±.s     ^  =  ±4S       •*        -    ■ 


c/d, "    '        .^  '         a^è 


2f  ; 


et  supposons  que  l'on  remplace  ies  lettres  ^,  vi,  (^  par  les  lettres  x,)',  i; 
la  formule  (ii4)  deviendra 


(,i6) 

rt^                 b-                  c 

et  renfermera, 

I .°  l'équation 

(^•7) 

qui  représente  un  paraboloïde  elliptique  \_voyei  la  formule  (55))  de  fa 
i4.Meçon];   %."  l'équation 


(118) 


^1 
j 


qui  représente  un  paraboloïde  hyperbolique  \yoyei  la  formule  ((58)  de  la 
14.*^  leçon].  Si  l'on  avait  <Jl-=^S}>  ,  on  trouverait  par  suite  a^zh ,  et 
l'équation  (11  4)  o^^'  ('17)  représenterait  un  paraboloïde  de  révolution. 
Enfin,  si  l'on  supposait  cTz^o,  on  trouverait  (f  =  oû,  et  l'équation  (i  16) 
coïnciderait  avec  la  formule  (99). 

Concevons  encore  que,  dans  l'équation  (lOf)),   deux  des  coefficiens 
Jl,  Sh ,  G  s'évanouissent,  et  que  l'on  ait,  par  ejcemple,  08  =  0,  (?=:o. 
Alors ,  si  l'on  suppose  toujours  la  valeur  de  x^  déterminée  par  la  pre- 
mière des  équations  (i  i  i),  et  si  de  plus  on  désigne  par  y^  et  ^„  deiix. 
valeurs  de  ri  et  de  (^  propres  à  vérifier  la  formule 
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il  suffira  Je  transporter   l'origine   au   point    (.Vo,/o,   Z^)   po""^  réduire 
l'équation  (lop)  à 

(120)  c/^'^' -H- ^n  -f- c^(^  :=  o. 

Lorsqu'on  a  ^=0  ,  et  que,  dans  la  formule  (120),  on  remplace  les  lettres 
^,  »  par  les  lettres  .v,  y,   cette  formule  se  réduit  à 

(121)  c/^x'  -h  ^y  ■=  o. 

Cette  dernière  représente  évidemment  un  cylindre  qui  a  pour  base  une 
parabole  comprise  dans  le  plan  des  x,  y,  et  pour  génératrice  une  droite 
parallèle  à  l'axe  des  ^.  Elle  représenterait  le  plan  desj,  1,  si  l'on  avait 
^  =  0.  Ajoutons  que,  dans  le  cas  même  où  cT  n'est  pas  nul,  on  peut 
transformer  l'équation  (120)  de  manière  qu'elle  devienne  semblable 
à  l'équation  (121).  Pour  y  parvenir,  il  suffit  de  remplacer  la  lettre  ^ 
par  la  lettre  .v  ,  et  de  poser 

ce  qui  revient  à  prendre  pour  axe  des  y  une  droite  perpendiculaire  à 
t'axe  des  ^,  et  menée  par  l'origine  de  manière  à  former  avec  les  dem.i- 
axes  des  n  et  des  ^  positives  deux  angles  dont  les  cosinus  soient  res- 
pectivement 

En  effet,  si  l'on  nomme  ê.,,  C,,  Ç>,_  les  trois  angles  formés  par  la  droite 
dont  il  s'agit  avec  les  demi-axes  des  ^ ,  n  et  (^ ,  prolongés  dans  le  sens 
des  coordonnées  positives,  on  aura 

cosCo  =  o,      cos€,  3=:  ■  ,,„/ — r^")      cos€,  :zz:-- '- ; 

et  l'équation 


»# 
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y=^^  cos  Co  -t-  r  cos  € ,  -J-  (^  cos  €^ 

se  réduira  évidemment  à  la  formule  (122),  en  vertu  de  laquelle  l'cqua- 
tioai  (120}  deviendra 

(,.3)  ^^-_H(^._+_.^^)"_^^o. 

Celle-ci  est  semblable  à  l'équation  (121),  et  représente  de  même  un 
cylindre  à  base  parabolique. 

S;,  dans  les  calculs  qui  précèdent,  on  échange  entre  eux  les' axes 
des  coordonnées,  on  obtiendra  successivement  toutes  les  formules  qui 
se  trouvent  comprises  comme  cas  particuliers  dans  l'équation  (105?) 

£n  résumé  ,  l'on  voit  que  les  surfaces  courbes  qui  peuvent  être  re- 
présentées par  cette  équation,  se  réduisent  à  la  surface  de  la  sphère  ,  à 
ceiles  de  l'ellipsoïde,  de  l'hyperboloïde  à  une  ou  à  deux  nappes,  du 
paraboloïde  de  révolution,  du  paraboloïde  elliptique  ou  hyperbolique, 
du  cône  à  base  circulaire  ou  elliptique  ;  enïm  du  cylindre  droit  qui  a 
pour  base  un  cercle,  une  ellipse,  uiîe  parabole  ou  une  hyperbole.  De 
plus,  il  arrive  quelquefois  que  l'équation  (locj)  représente  un  ou  deux 
plans,  uwQ  ou  deux  droites,  ou  wn  poinr  unique,  ou  même  qu'elle  ne 
représente  rien.  Il  est  bon  d'observer  que,  dans  le  cas  où  l'équation  (lotj) 
représente  une  surface  cylindrique ,  les  droites  que  l'on  peut  considérer 
comipe  axes  de  cette  surface  sont  en  i.onibre  infini.  En  effet,  en  vertu 
des  définitions  ci -dessus  adoptées,  on  peut  appeler  axe  d'une  surface 
cylindrique  à  base  elliptique  ou  hyperbolique ,  non-seulement  la  droite 
qil'on  nomme  ordinairement  axe  du  cylindre,  et  qui  renferme  les  centres 
des  ellipses  ou  hyperboles  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  aux 
génératrices,  mais  encore  les  axes  de  ces  mêmes  courbes,  attendu  qu'un 
plan  perpendicidaire  à  l'un  de  ces  axes  foupe  toujours  la  surface  cylin- 
drique suivant  deux  génératrices  également  distantes  du  point  où  il 
rencontre  cet  axe.  De  même,  si  l'on  coupe  un  cylindre  p  irabolique 
p;ir  des  plans  perpendiculaires  aux  génératrices ,  les  axes  des  diverses 
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paraboles  qui  seront  les  courbes  d'intersection  ,  pourront  être  consiJérc^s 
comme  autant  d'axes  de  ia  surface  du  cylindre  dont  il  s'agit.  Dans  ke 
cylindre  droit  à  base  circulaire,  tous  les  rayons  des  cercles  compris  dans 
des  plans  parallèles  au  plan  de  la  base  sont  des  axes  de  la  surface. 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  remarquer  que  les  surfaces  représentées  pai 
les  équations  (53)  et  (109)  ont  leurs  axes  parallèles,  et  que  par  suite  on 
peut  en  dire  autant  des  surfaces  représentées  par  les  équations  { 1  )  et 

(■î). 

2.^  Problème.  Trouver ,  s'il  y  a  lieu,  le  centre  de  ùi  courbe  da  i^'orid 
degré  représente'e  par  le  système  des  deux  e'ijaations 

\     A  a'  -h  By"-  H-  C-(;  -4-  iDyi-\-  lEix  -\-  iFxy  =z  K , 
(  A'  cos  A  -f-  j  cos  /M.  -\-  7  ces  V  zzz  k. 

Solution.  Soient  Xo,yo,  ^^  les  coordonnées  dû  centre  de  la  courbe. 
Si  l'on  transporte  l'origine  à  ce  centre  en  remplaçant  x  ,  y  ,  i  yar 
--^A'o.  /~*~/o,  2-^-2o,   les  formules  (124)  deviendront 

f    Àx^-h-By'  -h  Cz'  -}-  'ADyi~^  zEz-r-^iFxy 

(125)  /    -h2.[{Ax^-^Fy„-hEz.)x-^{Fx„-^Byo-^Dzo)y^{Ex,-s-Dyo'+-Czo)z]  ' 
{    =  K—  Mao'-I-  5/o'--+-  Qo'-t-  îD/o^o  -+-  ^Ez^Xo  -+r  2  FAo/o)  , 

(i  16)       A'cosA  -f-jcos/u-  -f-^cosvz^/;  — (a'oCOsAH-Jo^os/xH-^^cosv)  ; 

et  le  système  de  ces  deux  dernières  ne  devra  pas  être  altéré  quand  on 
y  remplacera  a-  par  —a-,  y  par  —y,  et  z  par  —3.  Or,  cette  condition 
iera  lemplie  ,  si  l'on  suppose 

/o  cos  fx  -f-  ^o  cos  v::=i  k  , 
cos  fA  cos  V 

Alors,  en  effet i  i'équatîon  (120)  sera  réduite  à  la  formule 


(127) 

Ao  COS  A 

et 

(128) 

AjCo-^Fy,-i-Ei^ 

l'O^    A 
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(2)  A'  cos  A  H-  ^  cos  //t  -h  2  cos  V  r=  o  , 

oui  n'est  pas  altérée  par  le  changement  de  signe  des  coordonnées  x,  y,  1, 
et  de  laquelle  on  tire,  en  la  combinant  avec  la  formule  (128), 

(12^)     {Ax^  -^Fy^  -^Ezo)x  -^{Fx^-i-  By^  '^Di^)y  -+-  (£.v„  -+-  Dy^  -+-  C^)  2=1=0. 

De  plus,  si  l'on  a  égard  à  l'équation  (1251),  la  formule  (125)  deviendra 

j        Ax'-  -^  By"-  +  Ci'^  -h  2Dyz~{-  ^Eix  ~\-  xFxy 
^'^°^   (    —K—{Ax:-^By,^-^Ci:'-\-zDy^l^-^^Ei,x^-^xFx^y:), 

et  remplira  encore  la  condition  prescrite.  Les  formules  (iiy)  et  (128) 
suffisent  pour  déterminer  les  coordonnées  Xa,yo^  ^o  du  centre  cherché. 
La  première  exprime  que  ce  même  centre  est  compris  dans  le  pian 
représenté  par  l'équation  (126),  c'est-à-dire,  dans  le  plan  de  la  courbe 
donnée.  D'autre  part  ,  comme,  pour  obtenir  le  point  où  la  surface  (1) 
est  rencontrée  par  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  centre  dont  il 
s'agit,  il  faut  assujettir  les  coordonnées  x  ,y,i  de  la  surface  (i)  à  l'é- 
quation 

(131)  -1-==^==-^, 

et  que  les  formules  (128)  et  (f  3  i)  entraînent  l'équation  (p8)  de  la  leçon 
précédente ,  savoir  , 

.  Ax-^Fy-^Ei  Fx-v-By-^Di    Ex-\-Dy-Y-Ci^ 

(17  2]  — —  •> 

^      ■>       '  COS  A  COS^  COS  K 

on  peut  affirmer  que  le  point  de  rencontre  sera  précisément  le  point 
de  contact  de  l'ellipsoïde  avec  un  plan  tangent  parallèle  au  plan  de  la 
courbe. 

On  résout  facilement  les  équations  (isy)  et  (i  28)  en  opérant  comme 
il  suit.  Si  l'on  désigne  par  t  la  valeur  commune  des  trois  fractions  com- 
prises dans  la  formule  (128),  on  aura 
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A  .V,  H-  F  y,  -t-  £  ^3  =:  /  cos  A  , 
(  r  3  3)     {  Fx,  -\-  By,  -\-  D  Zo  ^=  t  cos  a  , 

£.v„  -+-  Dy^  -+-  Ci^  =  :  cos  v. 

Ces  dernières  équations,  étant  semblables  aux  formules  (17),  se  résou- 
dront de  la  même  manière,  et  donneront  pour  .Vo ,  y^,  2'  ^^^  valeurs 
égales  à  celles  que  fournissent  les  équations  (18),  quand  on  remplace 
dans  les  seconds  membres  les  quantités  G ,  H ,  I  par  les  produits 
—  /cos  A,    —/cos /M-,    — /cosv.    On   aura  donc 

[BC  —  D-)co%\-^  {DE  —  CF)  cos//-  -^[FD  —  BE]  cos  ;■ 

■^°  ABC— D'A  —  E'B  —  F^C-^zDEF  ^  ' 

I       i\      I        ,    [DE—CF)co%\-i-{CA  —E')co;iiJ.-^[EF—AD)coir 

l'34J    (     ;'o —  abc—d^a  —  e--b  —  f-c-^2.def  ^' 

[FD  — BE)  cos  x-^(EF— AD)  cosu-^-{AB  —  F^')co%y 


0> 


ABC—D'A—E^B  —  F^-C-+-2.DEF 


Si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes  de  .Vo ,  y^,  i^   dans   l'équation 
(127),  et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

f    P={BC  —  D')coi^x-i-{CA—E')cQs-fA.^[AB  —  F')co%y 

{        -H  2[EF—AD)  cosf/.  cosv-i-  2.  {FD—BEj  cos  k  cos  x  -y-z[DE—CF)  cos  a  cos/t, 

on   trouvera 

,       .-.                             ABC  —  D'A—E'B  —  F'C-^zDEF    , 
(  I  3  C  )  /  = A- , 

et  par  suite  on  tirera  des  équations  (134) 

(BC—D')coiK^[DE—CF)cosix-i-[FD  —  BE]Qosv    , 

Xo p f^  > 

/j  ^    \      )         ^   (£>£•— CF)co?  A -t-  [CA—E^')  cosu -4-  {EF—AD)cosf    , 

[FD—  BE)coif.^{EF  —  AD)i:osui-^{AB  —  F^)  cosy    , 

Z°  —  ;         'p  " 

Leçons  de  M.  Caucky.    i ."  Année.  £  / 
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CelJes-ci  fourniront  un  système  unique  de  valeurs  finies  de  Xo ,  Jo .  3o  > 
lorsque  la  quantité  P  ne  sera  pas  nulle.  Donc  alors  la  conrbe  propo- 
se'e  aura  \\\\  centre  unique.  Ce  centre  sera  l'origine  elle -même,  si  la 
quantité  k  s'cvanouit. 

Si  la  quantité  P  se  réduisait  à  zéro,  les  valeurs  de  .v^ ,  y^,  2»  ^^' 
viendraient  infinies  ou  indéterminées.  Dans  le  premier  cas  ,  la  ligne  du 
second  degré  représentée  par  le  système  des  équations  (124)  ne  pour- 
rait être  qu'une  parabole  ;  dans  le  second  cas ,  cette  ligne  se  transfor- 
merait en  un  système  de  deux  droites  parallèles. 

Si  l'on  transporte  l'origine  au  centre  de  la  courbe  (124).  les  équa- 
tions de  cette  courbe  deviendront  semblables  aux  formules  (  i  )  et  (2). 
On  conclut  de  cette  remarque  que,  pour  trouver  les  axes  de  la  courbe 
(124),  il  suffit  de  résoudre  le  problème  suivant. 

3.^  Problème.  Déterminer  les  ascs  de  la  courbe  du  second  degré'  repre'- 
sentee  par  les  deux  équations 

(1  )  A  X'  -h  By'  -H  Cz'  -+-  2Dyz-h  2Eix  -h  iFxy  =  K , 

(2)  X  cos  A -hjcos  ^t- H- 2C0S  V  :=:  o. 

Solution,  Si  l'on  transforme  les  coordonnées  x,  y,  ^,  supposées  rectan- 
gulaires, en  d'autres  coordonnées  rectangulaires  ^,  r,  (^  ,  et  si  l'on  prend 
pour  axe  des  (^  la  droite  perpendiculaire  au  plan  représenté  par  la 
formule  (2)  ,  les  équations  de  la  courbe  proposée  se  changeront  en  deux 
autres  ,  de  la  forme 

(138)      cy?|'-hc^„'H-e^'_H2^vi{;-4-2c?(!;^-f-2e75>irz:A',    ^  — Q, 

et  par  conséquent  la  courbe  ,  étant  rapportée  à  des  axes  rectangulaires 
situés  dans  son  plan ,  aura  pour  équation 

Lorsque  l'équation  précédente  peut  être  vérifiée  par  des  valeurs  léçUe, 
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des  coordonnées  ^,  r,  elle  représente  une  ellipse,  ou  une  hyperbole," 
ou  le  système  de  deux  droites  parallèles  et  situées  à  égales  distances  de 
l'origine ,  suivant  que  la  différence . 

est  une  quantité  positive,  ou  négative,  ou  nulle.  Ajoutons  que  l'ellipse 
se  réduit  à  un  point,  et  l'hyperbole  au  système  de  deux  droites  qui  se 
coupent,  toutes  les  fois  que  le  second  membre  de  l'équation  ,  ou  la  quan- 
tité K ,  s'évanouit.  Cela  posé,  admettons  d'abord  que  la  courbe  soit  une 
ellipse.  Cette  ellipse  aura  deux  axes  qui  se  couperont  à  angles  droits  ; 
et  si  l'on  nomme  <7 ,  b  les  deux  demi -axes,  a,  b  seront  les  valeurs 
maximum  et  minimum  du  rayon  vecteur  r  mené  de  l'origine  à  un  point 
de  la  courbe.  La  question  se  réduira  donc  à  chercher  la  plus  grande  et 
la  plus  petite  valeur  de  la  fonction  r  déterminée  par  l'équation 

(13)  r^  =  .y'  h- 7'  h-  l^  , 

en  supposant  les  variables  x,y,  1  liées  entre  elles  par  les  équations  (1) 
et  (2).  Or,  pour  y  parvenir,  il  faudra  égaler  à  zéro  la  différentielle  du 
rayon  vecteur  r  ou  de  son  carré  r^  ;  et  comme  on  tire  de  l'équation  (13) 

-f-  d{f)  =.  rdr  =z  xdx  H-  ydy  -\-  ldz> 

on  obtiendra,  en  opérant  comme  on  vient  de  le  dire,  la  formule 

{^Ao)  xdx -\- ydy -\-  idiz=z  o  , 

de  laquelle  on  devra  éliminer  dx,  dy ,  di,  à  l'aide  des  équations  dif- 
férentielles de  la  courbe  donnée,  c'est-à-dire  ,  à  l'aide  des  deux  formules 

(141)  {Ax^Fy-^Ei)dx-^{Fx-^By^Dz)dy-\-[Ex-^Dy^Cz)di-=:.o, 

(142)  cosA^.v -H  cos^f/_y -H  cosv  ^2  ^^=  °- 

Observons  maintenant  que ,  pour  effectuer  l'élimination  de  dy  et  di 
entre  les  formules  (t4o),  (i4i),  (142),  il  suffira  de  les  ajouter,  après 
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avoir  multiplié  deux  d'entre  elles,  par  exemple,  les  formules  (14°)  ^^ 
{l4-)>  P^if  des  coefficiens  indétermincs  ;  puis  de  choisir  ces  coefficiens 
de  manière  que  i'cqualion  résultante  ne  renferme  plus  ni  Jy,  ni  (^z- 
Alors,  le  premier  membre  de  cette  équation  se  trouvant  réduit  à  la  dif- 
férentielle Jx  multipliée  par  un  facteur,  le  facteur  dont  il  s'agit  devra 
lui-même  s'évanouir.  Or,  si  l'on  désigne  par  — s  et  par  — t  les  deux 
coefficiens  indéterminés  dont  il  est  ici  question,  l'équation  résultante 
se  présentera  sous  la  forme 

{A  X  H—  Fy  -+-  El  —  SX  —  t  cos  a)  dx 
-+-  (  Fx  -{-  By  -\-  Di  —  s  y  —  t  cos  f^.)  dy 
H-  (£a-  H-  Dy  H-  Cl  —  SI  —  /  cos  \)  di^o  ; 

et  si,  après  avoir  choisi  les  coefficiens  s ,  t  àe  manière  à  faire  dispa- 
raître les  diffi;rentielles  dy  et  di,  on  égale  encore  à  zéro  le  coefficient 
de  la  diffi;rentielle  dx ,  on  aura  évidemment 

i/4  .Y  H-  Fy  -+-  Eiz=:  SX  ~\-  t  cos  A  , 
Fx  -i~By-\-Di  =  sy-i-t cos f^, 
F  X  -+-  Dy  -+-  Cl  =  j  2  -H  /  cos  V. 

Si  l'on  ajoute  ces  dernières  formules ,  après  avoir  multiplié'  la  première 
par  .V,  la  seconde  par  y,  la  troisième  par  ^,  on  trouvera,  en  ayant 
égard  aux  équations  (i)  et  (13)  , 

K  =z  sr\ 
La  valeur  de  s  sera  donc 
(M)  s  z       ^ 


r'- 


Si  l'on  adopte  cette  valeur  de  s,  et   si  l'on  observe  d'ailleurs  que  les 
équations  {li})  peuvent  s'écrire  comme  il  suit  , 
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{A  —  s)  X  -\-  F)'  -{-  E z  ■=:  t cos À.  , 

(144)  (        Fx -h  {B—s))' -\- Dz=^  tcos/A.  , 
E  X  -H  Dy  H-  (  C—  J  )  2  :=:  r  cos  V  , 

on  reconnaîtra  qu'il  suffit  de  remplacer  les  quantités  A,  B,  C  par  les 
difiérences  A~s,  B — s,  C — s,  i,"  dans  les  seconds  membres  des  for- 
mules (134).  ■2.°  dans  la  valeur  de  P  que  fournit  l'équation  (135),  pour 
obtenir,  d'une  part,  les  valeurs  des  coordonnées  x,  y,  1  correspondantes 
au  maximum  et  au  minimum  du  rayon  vecteur  r,  et,  d'autre  part,  le  coef- 
ficient de  t  dans  l'équation  (2),  ou  plutôt  dans  celle  qu'on  en  déduit 
par  la  substitution  des  valeurs  de  .v,  y,  1.  Or,  en  divisant  par  t  l'équa- 
tion dont  il  s'agit,  on  trouvera 

(145)  o   ^ 

[(5-^)(C:-i)-Z)^]cos^A-f-[(,(:'-j)(/ï-i)-£^]cos>-t-[(^-j)(Z^-j')-F^]cos^v 
-+-![£' F-(/4-j)Z)]cos^i.cos^-H2[FZ)-(^-j-)£']cosvcosA-H2[Z)£'-(6'-j)/^]cosAcos,a» 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même  , 

r   [B  -\-  C)  cos' A  -^  [C  -\-  A  )los^^  -+-  [A  -^  B)  1:0s' fj.  ) 
j'  —  {  /S 

{    Z  D  COS/X  COSV    2£'C0SVC0SA    2/"cOS  A  COS/<.    j 

(140)    \       ^z{BC  —  D')cos'K-i-{CA—E')coi'f^-i-{AB  —  F')coi'v 

H-  z[EF-AB)  cos^ C05  K  -H  2( FD-BE )  cos >  cos  a  h-  a  ( DE- CF)  cos  a  co5^  =  o. 

De  plus ,  on  tirera  des  formules  (134).  après  y  avoir  remplacé  .v„,  y^ ,  i^ 
par  x,y.  i,   et  A,  B,  C  par  A— s,  B~s,  C—s, 

X 

[  [B-s]  { C-i)—D^\  cos  A  -H  [  DE—{C-s)  F]  cos^  -+-  [  FD—  (  B-s)  £]  cos  » 

(147)    /  = ^ 

[DE—{C-s)F]cQS\-^[{C-s){A-s]  —  £']cos,u-^[£F—[A-s)D]cof> 

- Z 

[  FD  —  (Zy-^)  £■]  cos  A  -H  [EF—[A-s}D]cos/x-^[{A~s)  {B-s)— F'  ]cosr    • 

Enfin,  si  l'on  nomme  a,  /3,  y  les  angles  formés  par  le  rayon  vecteur 
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maximum  ou  minimum  avec  les  demi -axes  des  coordonnées  positives,   on 
aura 

,     ,„,  cos  a  cos/3  cos> 

et  par  suite 

cos  a. 


[[B-s]  [C-s)  —  £)=  ]  cos  A  -4-  [DE—[C-s)F]  cos^  ^[FD  —  {B-s)E\  cos  ^ 
I    /    \    I c°^  ^  ^ 

cos  7 


[ED—[B-s)  E]  cos  A  -H-  [  EF—  [A-s]  D]  cos/*  -h  [[As]  [B-s)  —F^]  cos  y 

Lorsque  la  courbe  proposée  est  une  ellipse,  ainsi  que  nous  l'avons 
d'abord  admis,  l'équation  (i4^)  fournit  nécessairement  deux  valeurs 
réelles  de 


A' 

5 


correspondantes  à  la  valeur  maximum  et  à  la  valeur  minimum  du  rayon 
vecteur  r.  Alors  ,  si  l'on  désigne  par  a  et  b  les  demi-axes  de  l'ellipse , 
les  deux  racines  de  l'équation  {ii6)  seront 


K  K 

a-  b^ 


(■5°)i  ;. 


et  l'on  aura  en  conséquence 

/{(!.  +  -!-)—  (£?-hC)cos=a-h(C-h/1)co5>  -+-  [A-^B)coi^y 
—  z  D  cos  fx.  cos  y  —  z  E  cos  y  cos  a  —  2.  F  cos  A  cos  jJ.  , 

=  [BC-D']  cos=  A -+-{CA-E' )  cos^At  -+-  [AB—F'- )  cos=  y. 
a'  è- 

-+-  z{EF-AB)  cos/t  cosK  +  z[FD-BE)  cos  i-  cos  a  +  2(D£-CFycos  a  cos^  . 

Déplus,  à  chacune  des  deux  valeurs  de  i- ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même, 
à  chacun  des  axes  de  l'ellipse,  correspondront  des  valeurs  réelles  de  a,, 
/3,  7,  déterminées  par  la  formule  (i4p)  réunie  à  l'équation 

(151)  cos'a  H- cos'/3 -i- cos'y  =r:  I  r 
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et  ces  valeurs  représenteront  les  angles  formés  par  Tun  des  axes  de 
l'ellipse,  prolongé  dans  un  sens  ou  dans  un  autre,  avec  les  demi -axes 
des  coordonnées  positives. 

L'ellipse  que  nous  venons  de  considérer,  se  transformera  en  un  sys- 
tème de  deux  droites  parallèles,  si  l'une  des  quantités  a,  h  devient 
infinie.  Alors  celle  des  deux  quantités  qui  conservera  une  valeur  finie, 
représentera  la  moitié  de  la  distance  entre  les  deux  parallèles  ;  et  les 
angles  et,  /3,  7,  déterniinés  par  les  équations  (149)  »  seront  précisément 
ceux  que  formeront  les  deux  parallèles  et  la  distance  dont  il  s'agit  avec 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives. 

Si  les  quantités  a ,  b  devenaient  égales  ,  l'ellipse  se  changerait  en  un 
cercle,  et  les  valeurs  des  angles  ce,  /3,  y  deviendraient  indéterminées. 

Concevons  maintenant  que  la  courbe  proposée  devienne  une  hyper- 
bole. Alors  le  rayon  vecteur  r  admettra  une  valeur  minimum  qui  sera  la 
moitié  de  l'axe  réel  de  l'hyperbole;  et  si  l'on  nomme  za  cet  axe,  l'é- 
quation (i46)  aiu'a  nécessairement  une  racine  réelle,  savoir, 

K 

Donc  par  suite  les  deux  racines  de  l'équation  {"i  46)  seront  réelles.  De 
plus,  à  chacune  de  ces  racines  correspondront  des  valeurs  réelles  de  a., 
/S,  y,  déterminées  par  le  système  des  formules  [lip),  (151)'  ^^  propres 
à  représenter  les  angles  que  fait  une  certaine  droite  prolongée  dans  im 
sens  ou  dans  un  autre  avec  les  demi -axes  des  coordonnées  positives. 
D'autre  part,  on  peut  affirmer,  i ."  que  les  deux  valeurs  de  s  et  les 
directions  des  droites  correspondantes  à  ces  valeurs  seront  indépendantes 
de  la  quantité  K ,  qui  ne  se  trouve  comprise  ni  dans  l'équation  [146), 
ni  dans  la  formule  (149);  2.°  que  l'une  des  deux  droites  coïncidera 
toujours  avec  l'axe  réel  de  l'hyperbole  proposée.  Enfin  il  suit  de  fa  re- 
marque faite  dans  la  13.'^  leçon  [page  202]  que,  si  l'on  fait  varier  K 
dans  les  équations  (i)  et  [i],  les  diverses  hyperboles  représentées  par  ces 
équations  auront  toutes  les  mêmes  asymptotes,  et  par  conséquent  les 
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mêmes  axes.   Seulement  ,  lorsque  la  quantité  K  changera  de  signe  ,  le 

rapport — ^  en   changera  pareillement,  en  sorte  que  l'axe  réel    ^a  ne 

p.Turra  plus  correspondre  à  la  même  racine  de  l'équation  (i4<5)>  "'  con- 
server la  même  direction.  Il  résulte  de  ces  observations  que  l'équation 
(14^)  a  pour  racines  ,  dans  l'hypothèse  admise  ,  deux  quantités  de  signes 
contraires,  dont  l'une  fait  connaître  les  axes  réels  des  hyperboles  cor- 
respondantes à  des  valeurs  positives  de  la  quantité  K ,  et  l'autre  ceux 
des  hyperboles  correspondantes  à  des  valeurs  négatives  de  la  même 
quantité.  On  doit  ajouter  que  ces  deux  espèces  d'axes  réels  coïncident 
avec  les  deux  droites  qui  divisent  en  parties  égales  les  angles  formés 
par  les  asymptotes  communes  à  toutes  les  hyperboles  dont  il  s'agit,  et 
que  ces  deux  droites  ,  perpendiculaires  entre  elles  ,  sont  précisément 
celles  que  l'on  détermine  à  l'aide  des  formules  (145:')  ^t  (i  5  ')• 

Lorsque  la  quantité  K  s'évanouit,  les  équations  (i)  ^^  (2)  représen- 
tent les  asymptotes  communes  aux  diverses  hyperboles,  et  les  angles  ce, 
/3,  y,  déterminés  par  les  formules  (14^)  ^^(ijO»  répondent  toujours 
aux  deux  droites  que  nous  venons  d'indiquer. 

La  recherche  des  axes  de  la  courbe  représentée  par  les  équations  (i) 
et  (2)  deviendrait  beaucoup  plus  facile  ,  si  l'on  substituait  à  ces  mêmes 
équations  la  formule  (135?).  Alors,  en  effet,  on  devrait  remplacer,  dans 
la  formule  (14*^) .  les  quantités  A,  B ,  F  par  cÂ,  Sh ,  cF,  le  cosinus  de 
l'angle  v  par  l'unité,  et  les  quantités  C,  S) ,  £,  cos  A  ,  cosyu.  par  zéro. 
On  trouverait  de  cette  manière 

(152)         '        s'-~{c/L-^Si)s-\-  cÂSi  —  ^'^  =1  o. 

Cette  dernière  équation,  qui  s'accorde  avec  la  formule  (i  5)  de  la  11.*  leçon 
de  calcul  différentiel,  a  évidemment  deux  racines  réelles,  savoir, 
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et  ces  deux  racines  sont  des  quantités  de  même  signe  ou  de  signes  con- 
traires, suivant  que  la  différence  oÂSl  —  c/^*  est  positive  ou  négative. 
Dans  le  premier  cas,  on  tire  des  formules  (150) 

(154)  r(-^H-^)=:c^.-+-c^,      ^  =  JLS^-3^\ 

Nous  ferons  remarquer,  en  terminant  cette  leçon,  que  les  formules 
(39),  (150),  (154)  indiquent  certaines  propriétés  des  courbes  ou  des 
surfaces  du  second  degré.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  considère  une 
ellipse  représentée  par  l'équation  (139),  et  si  l'on  nomme  r^ ,  r,  les  rayons 
vecteurs  menés  du  centre  de  l'ellipse  aux  points  où  elle  rencontre  les 
axes  des  x  et  des  y ,  on  aura 


et  par  suite  la  première  des  équations  (154)  donnera 
/        \  I  I  I  I 


Cette  dernière  formule  comprend  un  théorème  que  l'on  peut  énoncer 
comme  il  suit  : 

i.^''  Théorème.  Si  dans  une  ellipse  on  mène  arbitrairement  du  centre  à 
la  circonférence  deux  rayons  vecteurs  qui  se  coupent  à  angles  droits ,  et  si  l'on 
divise  successivement  l'unité  par  le  carré  de  chacun  de  ces  rayons  vecteurs  , 
la  somme  des  quctiens  sera  une  quantité  constante  égale  â  la  somme  qu'on 
obtiendrait  en  faisant  coïncider  les  deux  rayons  vecteurs  avec  les  deux  demi- 
axes  de  l'ellipse. 

Lorsque  l'équation  (139)  représente  une  hyperbole,  on  obtient,  en 
changeant  seulement  le  signe  de  la  quantité  K ,  une  seconde  hyperbole 
qui  a  le  même  centre,  les  mêmes  asymptotes  et  les  mêmes  axes,  avec 
cette  différence,  que  l'axe  réel  de  la  première  est  perpendiculaire  à  l'axe 
réel  de  la  seconde.  Nous  dirons  que  ces  deux  hyperboles  sont  conjuguées 
l'une  à  l'autre.  Cela  posé,  en  substituant  à  l'ellipse  un  système  de  deux 

Leçons  de  M.  Caïahy.   i  ."=  .^nnée.  MM 
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hyperboies  conjuguées,  on  reconnaîtra  facilement  que  le  théorème  i." 
devra  être  remplacé  par  la  proposition  suivante  : 

2.^  Théorème.  Si,  après  avoir  tracé  deux  hyperboles  conjuguées  l'une  à 
l'autre,  on  mène  arbitrairement  du  centre  commun  de  ces  deux  hyperboles ,  soit 
à  l'une  d'elles,  soit  à  l'une  et  à  l'autre ,  deux  rayons  vecteurs  qui  se  coupent 
à  angles  droits ,  et  si  l'on  divise  successivement  l'unité  par  le  carré  de  chacun 
de  ces  rayons  vecteurs  ,  la  somme  des  quotiens  sera  une  quantité  constante  , 
Dourvu  que  dans  cette  somme  on  prenne  toujours  avec  le  signe  -+~  le  quotient 
relatif  à  l'une  des  hyperboles ,  et  avec  le  signe —  le  quotient  relatif  à  l'autre. 
Par  conséquent  la  somme  dont  il  s'agit  sera  toujours  égale  à  la  différence 
entre  les  quotiens  qu'on  obtiendrait  si  l'on  divisait  successivement  l'unité  par 
le  carré  de  l'axe  réel  de  la  première  hyperbole  et  par  le  carré  de  l'axe  réel 
de  In  seconde. 

Revenons   maintenant  à  la  surface  courbe  représentée  par  l'équation 

(i),  et  concevons  que  l'on  désigne  par  r^,  r,  ,  r,   les  racines  carrées  des 

,  ...  K        K        K  ,  . 

valeurs  numcriques  des  rapports  — t-j  ~^  '  "7^  '  ^"  sorte  qu  on  ait 

^  ,       z  K  ,       ,  K  ,       , 


A '        B ''        C 


On  tirera  de  ces  dernières  équations,  réunies  aux  formules  (72)  et  à  la 
première  des  équations  (jc)) , 


I 


^     '     '  J'o^  r_,=  Tz'-  a'-  /'^  c- 

Si  la  surface  (i)  est  celle  d'un  ellipsoïde,  on  aiua  simplement 


I  T  I  I 


Dans  le  même  cas,  r„,  r, ,  r,  représenteront  trois  rayons  vecteurs  qi;i 
se  couperont  à  angles  droits,  et  l'on  pourra  en  conséquence  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

3.^  Théorème.  Si  du  centre  d'un  ellipsoide  on  mène  arbitrairement  à  la 
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surface  trois  rayons  vecteurs  <juî  se  coupent  à  angles  droits ,  et  si  l'on  divise 
successivement  l'unité'  par  chacun  de  ces  rayons  vecteurs ,  la  somme  des  carrés 
des  quotiens  sera  une  quantité  constante ,  égale  a  la  somme  qu'on  obtiendrait 
en  faisant  coïncider  les  trois  rayons  vecteurs  avec  les  moitiés  des  trois  axes 
de  l'ellipso'ide. 

Lorsque  l'cquation  (i)  représente  un  hyperboloïde ,  on  oblient,  en 
changeant  seulement  le  signe  de  la  quantité  K ,  un  second  hyperbo- 
loïde qui  a  le  même  centre  et  les  mêmes  axes,  avec  cette  différence,  que 
l'un  des  deux  hyperboloïdes  présente  deux  nappes  distinctes  ,  l'autre 
ime  seule  nappe,  et  que  les  deux  axes  réels  du  premier  sont  perpendi- 
culaires à  l'axe  réel  du  second.  Nous  dirons  que  ces  deux  hyperboloïdes 
sont  conjugués  l'un  à  l'autre.  Cela  posé,  en  examinant  avec  un  peu  d'at- 
tention les  diverses  combinaisons  de  signes  que  peut  offrir  l'équation 
(55),  on  établira  sans  peine  le  théorème  suivant: 

4.^  Théorème.  Si,  après  avoir  tracé  deux  liyperholoides  conjugués  l'un  à 
l'autre ,  on  mène  arbitrairement  du  centre  commun  de  ces  deux  hyperboloïdes, 
soit  à  l'un  d'eux ,  soit  à  l'un  et  à  l'autre,  trois  rayons  vecteurs  qui  se  coupent 
à  angles  droits ,  et  si  l'on  divise  successivement  l'unité  par  le  carré  de  chacun 
de  ces  rayons  vecteurs ,  la  somme  des  quotiens  sera  une  quantité  constante  , 
pourvu  que  dans  cette  somme  on  prenne  avec  le  signe  -+-  tout  quotient 
relatif  à  un  rayon  de  l' hyperboloïde  à  une  nappe ,  et  avec  le  signe  —  tout 
quotient  relatif  a  un  rayon  de  l'autre  hyperboloïde.  Par  conséquent  la  somme 
dont  il  s'agît  sera  toujours  égale  à  la  différence  qu'on  obtiendrait  si ,  après 
avoir  divisé  l'unité  par  les  moitiés  des  axes  réels  des  deux  hyperboloïdes  , 
on  retranchait  le  quotient  relatif  à  l'axe  réel  du  second  de  la  somme  des 
quotiens  relatifs  aux  deux  axes  réels  du  premier. 


Mm  * 
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SEIZIÈME  LEÇON. 

Diffcrennclle  de  l'Arc  d'une  Courbe  quelconque.  Sur  les  Courbes  et  les 
Surfaces  courbes  qui  se  coupent  ou  se  touchent  en  un  point  donné. 


Concevons  qu'une  courbe  quelconque  étant  représentée  par  deux 
équations  entre  ies  coordonnées  rectangulaires  x,y,  1,  on  appelle  s 
l'arc  de  cette  courbe  compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile 
{^■>y>  Z\-  Si  l'on  attribue  à  l'abscisse  .v  un  accroissement  très-petit  Aa,, 
ies  variables  _)' ,  1,  s  croîtront  elles-mêmes  de  quantités  positives  ou 
négatives,  qui  seront  très- petites  [abstraction  faite  de  leurs  signes], 
et  qui  seront  représentées  par  A.v,  A;-,  Aj.  De  plus,  il  est  clair  que 
la  corde  de  l'arc  dbAj,  ou,  en  d'autres  termes,  la  distance  du  point 
{x,y,  i)  au  point  (.v-f-A.v,  y -\- ùi.y ,  ^-i-A^),  sera  numériquement 
égale  à 

/(Aa-4-A/h-A^*). 

Cela  posé,  pour  déterminer  facilement  la  différentielle  de  l'arc  s ,  il 
suffira  de  recourir  à  un  principe  assez  évident,  savoir,  qu'un  très-petit 
arc  de  courbe  se  confond  sensiblement  avec  sa  projection  sur  la  tan- 
gente menée  par  un  de  ses  points,  c'est-à-dire  que  le  rapport  du  petit 
arc  à  sa  projection  seréduit  sensiblement  à  l'unité.  En  effet,  la  pro- 
jection de  l'arc  étant  la  même  chose  que  la  projection  de  la  corde  ,  et 
le  rapport  de  la  corde  à  sa  projection  étant  égal  au  cosinus  de  l'angle 
formé  par  la  corde  avec  la  tangente,  ou,  en  d'autres  termes,  à  une 
quantité  qui  diffère  très-peu  de  l'unité,  il  suit  immédiatement  du  prin- 
cipe ci-dessus  énoncé  qu'un  très-petit  arc  se  confond  sensiblement  avec 
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sa  corde ,  c'est-à-dire  que  le  rapport  d'un  arc  infnime/it  petit  à  sa  corde  a 
i'unite  pour  limite  *.  Cette  proposition  étant  admise  ,  on  en  dcdiiit  la 
formule 

i  I J  I  —  tim    ^(^^.^^^._^^,=)    —  ±    /(c/A^-^-.yyM-./^^)  ' 

de   laquelle  on  tire 

(2)  ds  =  ±  ^{dx'  -H  df  H-  dz)- 
On  aura  par  suite 

(3)  ds'-:=dx'-¥-d/  -hdi. 

Si  l'on   prend  x  pour  variable  indépendante  ,    et  si  l'on   fait  ,   pour 
abréger  , 

d y    /  di    /. 


d 


X 


=y  '     -7T-  — s 


la  formule  (2)  donnera 

(4)  ds=:zh]/{l-h/^~^z'')-^-'^-' 

Il  est  bon  d'observer  que,  dans  l'équation  (4),  on  doit  réduire  le  double 
signe  ±  au  signe  -+- ,  lorsque  l'arc  s  croît  avec  l'abscisse  x ,  et  au  signe 
—  'dans  le  cas  contraire. 

Si,  dans  les  équations  (5)  de  la  13,^  leçon,  on  substitue  au  radical 
y^{dx^  -^dy^  -i-di)  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (2),  on  obtiendra  l'un 
des  deux  systèmes  de  formules 

,  .  dx  n  ^y  '^z 

[<)  cos  et  =:  — ; — j     cos  p  z=z  —r--»     cos  y  rrr  —-> 

*-"  d  s  '  d  s  d  s 

(6)  COSctm  — — ; >      cos  p  = 7^-5      COS  y  = 7^* 

^    '  d  s  '  d  s  d  s 


*  On  pourrait  considérer  cette  dernière  proposition  comme  évidente,  et  la  substituer  au 
principe  énoncé  plus  haut.  Mais  il  paraît  convenable  de  faire  servir  à  la  mesure  de  la  lon- 
gueur d'un  .très-petit  arc  de  courbe,  passant  par  un  point  donné,  celle  de  toutes  les 
droites  qui  s'en  rapproche  le  plus  dans  le  voisinage  du  point  dont  il  s'agit  [  )tp}'e^  ci-apres 
la  21/  leçon]. 


2^8  APPLICATIONS  GEOxMETRIQUES 

Le  premier  système  devra  être  employé  pour  ia  détermination  des  angles 
ce,  /3,  y  formés  par  la  tangente  à  la  courbe  avec  les  demi -axes  des 
coordonnées  positives  ,  si  cette  tangente  a  été  prolongée  dans  le  même 
sens  que  l'arc  s.  Au  contraire,  les  angles  dont  il  s'agit  seront  détermi- 
nés par  le  second  système  de  formules,  si  la  tangente  a  été  prolongée 
en  sens  inverse.  C'est  ce  que  l'on  prouvera  sans  peine  à  l'aide  des  rai- 
sonnemens  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  dans  le  cas  des  courbes 
planes  [voyei  ^^  P'^g^  So], 

L'angle  aigu  formé  par  la  tangente  au  point  {x,  y,  i)  avec  l'axe  des  a- 
est  ce  qu'on  nomme  i'i/icli/i^isoii  de  la  tangente  ou  {'inclinaison  de  la  courbe 
par  rapport  à  cet  axe.  Si  l'on  désigne  par  r  cette  inclinaison ,  l'angle  r 
sera  évidemment  égal  ou  à  l'angle  et  ou  au  supplément  de  a..  On  aura 
donc  cos  r  :=  it  cos  et ,  et  l'on  tirera  de  la  première  des  équations  (5) 
ou   [6) 

l    s  ,      d  X  ,  .      ds 

(7)  cosr=r::±— — >       sec  r 


d  s  dx 

Si,  dans  ces  dernières,  on  substitue  à  ds  sa  valeur  tirée  de  la  for- 
mule (4)»  et  si  l'on  observe  que  r  représente  un  angle  aigu  dont  le 
cosinus  et  la  sécante  sont  nécessairement  positifs,  on  trouvera 

(8)  cos  r  =rr -p^y-j-y^r^— ^  ,      séc  r  = /(iH-^' -h  3'^). 

Pour  montrer  une  application  des  formules  ci -dessus  établies,  con- 
sidérons l'hélice  représentée  par  les  équations  (38)  de  la  13.'^  leçon.  La 
valeur  de  cosy  déterminée  par  la  dernière  des  formules  (4o)  de  la  même 
leçon  sera  constante,  et  les  formules  (5)  ou  (6)  donneront 


j    _^      di      


COS  y 


\  COS  V   / 


En   appliquant  à  l'équation   qui  précède  les  raisonnemens  par  lesquels 
nous  avons,  dans  la  7.^  leçon,  déduit  la  formule  (25)  de  la  formule  (24), 
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et  désignant  par  A^  un  accroissement  fini  attribué  à  la  variable   i,    on 
trouvera 

(9)  ^s=^ 


cos  y 

D'ailleurs,  y,  étant  l'angle  formé  par  la  tangente  à  l'hciice  avec  l'axe 
Jes  7 ,  du ^-  représente  évidemment  la  portion  de  la  tanirente  qui  a 

^  cos  7  ^  1  Ml 

pour  projection  sur  cet  axe  la  longueur   ztA^.  On  peut  donc  énoncer 
la  proposition  suivante  :  i 

1  .^^  Théorème.  Pour  obtenir  un  tire  d'hélice  compris  entre  deu?c-'pôïitU. 
[■"i ,  y ,  l)  et  (  a'-hA.v  , /Aj,  2^-^3)>  il  suffit  de  mener  par  le  premief  une 
i.jngenie  à  l'hélice  et  de  chercher  la  portion  de  cette  tangente  qui  se  trouve 
renfermée  entre  les  plans  menés  perpendiculairement  à  l'axe  de  l'hélice  par  les 
deux  extrémités  de  l'arc. 

Si ,  pour  fixer  les  idées,  on  compte  l'arc  s  à  partir  du  point  où  l'hélice 
rencontre  l'axe  des  .v,  et  si  l'on  suppose  la  quantité  s  positive  en  même 
temps  que  l'angle  p  et  l'ordonnée  j,  alors,  en  substituant  aux  points 
[x,  y,  i),  (.v-f-A.v,  ^'-hAk,  ^-f-A^),  les  deux  extrémités  de  l'arc  .f,  savoir, 
le  point  où  l'hélice  rencontre  l'axe  des  x  ,  et  le  point  (.v,  y,  i)  ,  on 
obtiendra,  au  lieu  de  l'équation  [^),  la  formule 


—  —  > 

cos  y 


que  les  équations  (38)  et  (4o)  de  la  13.^  leçon  réduiront  à 

(10)  s  rzz  (i-t-^')^  Rp. 

Il  résulte  de  cette  dernière  que,  pour  évaluer  l'arc    s,  il  suffit  de  mid- 
tipiier  la  projection  de  cet  arc  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de 
l'hélice,  c'est-à-dire,    le  produit  Rp    par  le  facteur  constant  (i-t-;/)^- 
Considérons   maintenant  deux  courbes  quelconques.  Soient  .v,  y,  ^ 
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les  coordonnées  de  la  première  courbe ,  et  s  l'arc  de  cette  courbe  com- 
pris entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  {x ,  y ,  z).  Soient  de  même 
^,  >i,  r  les  coordonnées  de  la  seconde  courbe  et  ^  l'arc  de  cette  seconde 
courbe  compris  entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  (^,  r,  ^).  On 
trouvera 

(il)  ds"- zizdx^- -^-dj- -^di\      dç,^  =  d^'  -^  drt^  -^  dll^\ 

De  plus ,  si  les  tangentes  menées  à  la  première  courbe  par  le  point 
[x >  y  >  Z)  ^^  ^  ^^  seconde  courbe  par  le  point  (^,  n,  ^)  sont  prolon- 
gées dans  les  mêmes  sens  que  les  arcs  s  et  ç  ,  elles  formeront  ,  avec 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives  ,  des  angles  dont  les  cosinus 
seront  respectivement  égaux ,  pour  la  première  tangente  ,  à 

dx  dy  di 


>  — ; >  — -, —  ) 


d  s  d  s 

et  pour  la  seconde  tangente,  à 

d^  dy,  dC 


d  ç    '  d  ç  d  ç 


Par  suite,   si  l'on  nomme  «^  l'angle  que  les  deux  tangentes  fijrment 
entre  elles  ,  on  aura  [en  vertu  de  l'équation  (48)  des  Préliminaires] 

.  dx     d^  dy       d»  d  ■^      d^  dxd^-i-dyd>i-i-d:id^ 

(12)       C0SJ^  =  — ; :; 1-— 1 —   -} •- — T"   -7—= 1~~} * 

»       '  ds     dç  ds       dç  ds       dç  dsdç 

Les  deux  tangentes  deviendront  parallèles ,  lorsqu'on  aura 


in) 

d^              dx 

dç                   ds      ' 

£^11               dy 
dç                ds     ' 

dç                 ds      "* 

ou  bien 

â 

(i4) 

d^    _           dx 
dç                  ds    ' 

d  n                 dy 
dç    ~         ds    ' 

dc          d- 

dç    ~          ds 

Il  faut  observer  d'ailleurs  que  les  formules  (13)  et  (i4)  peuvent  être 
remplacées  par  la  seule  formule 
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d^    rf  „    d^ 


^' 

)/ 

d  X 

dy 

"■-" 

d_l 

j 

de 

lac] 

uelle  or 

déduit 

dx    "^ 

dy 

dl 

H-- 

y\dx 

'-\-dy 

■-^di') 

-4- 

Ajoutons  que   les  deux  tangentes  comprendront   entre   eiles   un  angle 
droit,  si  l'on  a  coscAzzzo,  et  par  conséquent 

(16)  dx  d^  -^  dy  dn  ~\-  di  dC,  =  o. 

Si  ,  dans  l'équation  (12),  on  substitue  pour  ds  et  dç    leurs  valeurs 
tirées  des  formules  (11),  on  obtiendra  la  suivante  : 

,       \  i\  ,  dx  dp -i- dy  dn -i- d7  dl' 

(17).  cos  J\  =:!+::  ^       ^  t    s 


V{dx^-^-dy--i-di-)y^{dl'-i-d>,^-i-d^') 

Lorsque  dans  cette  dernière  on  ne  détermine  pas  le  signe  du  second 
membre,  elle  fournit  deux  valeurs  de  J^ ,  renfermées  entre  zéro  et  vr  , 
qui  représentent  l'angle  aigu  et  l'angle  obtus  compris  entre  les  deux  tan- 
gentes prolongées  indéfiniment  de  part  et  d'autre  des  points  {x,  y,  z)  et 

Lorsque  les  deux  courbes  se  rencontrent  en  un  même  point,  elles 
sont  censées  former  entre  elles  les  mêmes  angles  que  les  tangentes 
menées  par  le  point  dont  il  s'agit.  Alors  on  a  pour  le  point  de  rencontre 

(18)  ^  =  x,      ifl=^y.      ^  =  Z; 

et  les  angles  que  les  deux  courbes  forment  entre  elles  coïncident  évi- 
demment avec  les  valeurs  de  J^ ,  renfermées  entre  zéro  et  vr,  qui  vé- 
rifient l'équation  (17). 

On  dit  que  deux  courbes  tracées  dans  l'espace  sont  normales  l'une  à 
l'autre  ,  lorsqu'elles  se  coupent  à  angles  droits  ,  et  qu'elles  sont  tan- 
gentes ou  qu'elles  se  touchent ,  lorsqu'elles  ont  ,  en  un  point,  qui  leur  est 

Leçons  de  AJ.  Cauchy,   i."  Année.  ^y/; 
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commun,  une  tangente  commune,  c'est-à-dire,  lorsque  l'angle  aigu  com- 
pris entre  les  deux  courbes  s'évanouit.   Dans  le  premier  cas ,  la  formule 

(i(j),   ou 

est  ve'rifiée  pour  le  point  d'intersection  ;  dans  le  second  cas,  les  coor- 
donne'es  du  point  de  contact  vérifient  la  formule  (15),  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  les  deux  équations 

d  i\     dy  d(     d  :i 


(20) 


d  ^  d  X  d  ^  d  X 


Il  est  essentiel  d'observer  que,  dans  les  diverses  formules  ci- dessus 
établies,  les  différentielles  disparaîtront  toutes  en  mcme  temps,  quand 
on  aura  éliminé  ils,  de,,  dy ,  dt,  di  et  dt,,  à  l'aide  des  formules  (i  1) 
réunies  aux  équations  différentielles  des  courbes  proposées. 

Rien  n'empêche  de  substituer,  dans  les  équations  de  la  seconde  courbe, 
les  lettres  x,  y,  1  aux  lettres  ^,  vi,  (^,  et  de  prendre  ensuite  l'abscisse  .v, 
correspondante  à  un  point  de  l'une  ou  de  l'autre  courbe,  pour  variable 
indépendante.  Alors  les  premiers  et  les  seconds  membres  des  formules 
(20)  devront  être  remplacés  par  les  valeurs  des  dérivées 

dy     /  d  1^    I 

"77  — ^  '       "77  —  ^  ' 
tirées  des  équations  des  deux  courbes;  et,  pour  que  ces  courbes  se  tou- 
chent au  point  dont  l'abscisse  est  x ,  il  suffira  que  les  valeurs  des  quatre 
quantités 


y,    y  ;     z 


relatives  au  point  dont  il  s'agit,  restent  les  mêmes  dans  le  passage  de 
la  première  courbe  à  la  seconde.  Au  reste ,  cette  proposition  est  évi- 
dente ;  car,  si  les  conditions  qu'on  vient  d'énoncer  sont  remplies,  il  est 
clair  que,  pour  l'asbcisse  x,  les  deux  courbes  auront,  non-seulement 
un  point  commun,  mais  encore  la  même  tangente. 
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Nous  allons  maintenant  établir  un  théorème  qui  est  fort  utile  dans 
la  théorie  des  contacts  des  courbes  ,  et  que  l'on  peut  énoncer  comme 
il   suit  : 

2.*=  Théorème  Etant  données  deux  courbes  qui  se  touchent ,  si.  a  partir 
du  point  de  contact  ,  on  porte  sur  ces  courbes ,  prolongées  dans  le  même  sens , 
des  longueurs  égales ,  mais  très  -  petites ,  la  droite  qui  joindra  les  extrémités 
de  ce^  longueurs  sera  sensiblement  perpendiculaire  à  la  tangente  commune  aux 
deux  courbes. 

Démonstration.  Supposons  que  les  longueurs  égales  ,  portées  sur  la 
première  et  la  seconde  courbe  à  partir  du  point  de  contact,  aboutissent, 
dune  part,  au  point  {^,y>  ^),  de  l'autre,  au  point  (^,  >i ,  C,)-  Soient 
de  plus  s  ei  c,  les  arcs  renfermés,  i .°  entre  un  point  fixe  de  la  première 
courbe  et  le  point  (.v,  y ,  i),  2,"  entre  un  point  fixe  de  la  seconde  courbe 
et  le  point  (^,  v ,  C,).  Tandis  que  les  coordonnées  x,y,  1;  ^,  'a,  C, 
varieront  simultanément,  la  différence 

$  —  s 

restera  invariable,  et  l'on  aura  en  conséquence   ç^ns-^const. , 

(2  i)  d ^   =:r   ds. 

Soient  d'ailleurs  a,,  fi,  y  les  angles  que  forme  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  ,  pro- 
longée dans  le  même  sens  que  les  arcs  j  et  $  ;  is'  la  longueur  de  la  droite 
menée  du  point  {^,n,^)  au  point  [x ,  j ,  7);  enfin  A,^,  v  les  angles 
que  forme  cette  droite  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives. 
On  aura  sensiblement 

.  dx  dp  ^  dy  d)i  d~  dX 

(22)  cosct:=-  =  — ,       cos/3=:=-^:=-,      cos  y  =: -^  zr.  -  , 

(23)  ^:=^[[.r-^y  -^ij-^Y  ^[^-C^Y], 

/    i\  ^  i  —  •'^  "  —  y  Z  —  Z 

(24)  COSA^-^ ?  COS  /M.  = ^-5  CCS  V  =: 

>       *'  X  K  = 

Nn  * 


J 
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et  l'on  tirera  des  formules  (lo)  réunies  à  l'équation  (21) 

dx'-  +  dy'  -\-dz    —dî,'-^  dv'  -+-  d^\ 
ou  ,   ce  qui  revient  au  même  , 

(25)  [dx-^dl]  [dx-dî,)  -+-  [dy^d^)  [dy-df)  -t-  [dz-^d(,)  [di-dQ  —  o. 

Or  les  équations  (22)  donneront 

(26)  _^>H-^_   dy-^ci.    __   dl-^'iL—ds-^d',  —  zds. 
^       '  cos  a  cos  8>  cos  y 

De  plus,  en  appliquant  aux  seconds  membres  des  formules  (24)  le  prin- 
cipe énoncé  à  la  page  87,  on  reconnaîtra  que  les  quantités  cos  A ,  cos/x, 
cosv  peuvent  être   déterminées  approximativement  par  les  formules 

,       V  ^  dx  —  dP  dy—dn  dz  —  d^ 

(27)  C0SA=: -, —>        COSM,  =  — =— ; J        cosv 

^     /  J  dis  'dis  du 

On  aura  donc  à  très -peu  près 

(28)  dx-^d%     dy  —  di\     di  —  d(    ^^ 

^  '  cos  A  COS  jU  COS  V 

Cette  dernière  équation  sera  d'autant  plus  exacte  que  les  points  (.v, /,  z) 
et  (^,  y\ ,  (^  )  se  trouveront  plus  rapprochés  du  point  de  contact  des  deux 
courbes.  Si  maintenant  on  remplace,  dans  la  formule  (25),  les  sommes 
dx-^d^,      dy-\-d^,      dz-+-d^ 

par  les  quantités  cos  oc,  cos/3,  cos  y,  qui  sont  entre  elles  dans  les  mêmes 
rapports ,  et  les  différences 

^.v  —  de,,      dy  —  dy),      dz  —  d^ 

par  des  quantités  proportionnelles  à  ces  différences,  savoir,  cos  A,  cos/m- 
et  cos  Al,  on  trouvera  définitivement 

(2^)  cos  et  cos  A -f- cos/3  cos /M. -f- cos  7  cosv  z=  o. 

Donc  la  droite  menée  du  point  {x,y,z]  au  point  (|,  v,  ^]  sera  sensi- 
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bfement  perpendiculaire  à  la  tangente  commune  aux  deux  courbes,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  sensiblement  parallèle  au  plan  normal. 

On  pourrait,  dans  le  théorème  qu'on  vient  d'e'tablir ,  remplacer  la 
seconde  courbe  par  une  droite  tangente  à  la  première,  et  l'on  obtiendrait 
alors  la  proposition  suivante. 

3.^  Théorème.  Si ,  à  partir  d'un  poiut  donné  sur  une  courbe ,  on  porte  sur 
cette  courbe  et  sur  sa  tangente ,  prolonge'es  dans  le  même  sens ,  des  longueurs 
égales  et  très-petites ,  la  droite  qui  joindra  les  extrémités  de  ces  longueurs  sera 
sensiblement  perpendiculaire  à  la  tangente,  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  sen- 
siblement parallèle  au  plan  normal. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  désigne  par  /  chacune  des 
longueurs  égales  portées  sur  la  courbe  et  sur  sa  tangente  à  partir  du 
point  donné.  Les  angles  formés  avec  les  demi -axes  des  coordonnées 
positives  par  la  droite  qui  joindra  les  extrémités  de  ces  deux  longueurs 
seront  des  fonctions  de  /' ;  et  si  l'on  fait  converger  i  vei's  la  limite  zéro, 
ces  angles  convergeront  en  général  vers  certaines  limites,  et  s'approche- 
ront indéfiniment  de  ceux  qui  déterminent  la  direction  d'une  certaine 
normale  avec  laquelle  la  droite  dont  il  s'agit  tendra  de  plus  en  plus  à  se 
confondre.  Cette  normale,  qui  mérite  d'être  remarquée,  est  celle  que 
nous  appellerons  normale  principale.  Pour  en  fixer  la  direction,  il  suffirait 
de  recourir  aux  formules  (27)  et  au  principe  énoncé  à  la  page  87.  On 
peut  aussi  arriver  très-facilement  au  même  but  par  la  méthode  que  nous 
allons  indiquer.  . 

Désignons  par  .v,  y,  1  les  coordonnées  du  point  de  la  courbe  qui  coïn- 
cide, non  plus  avec  l'extrémité,  mais  avec  l'origine  de  la  longueur  /", 
c'est-à-dire,  les  coordonnées  du  point  par  lequel  on  mène  une  tangente 
à  la  courbe.  Soit  toujours  s  l'arc  compté  sur  la  courbe  entre  le  point 
{x,  y,  1)  et  un  point  fixe  placé  de  manière  que  la  longueur  ;  serve  de  pro- 
longement à  l'arc  s.  Soient  encore  et,  /3,  y  les  angles  que  forme  avec 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives  la  tangente  au  point  {x,y,  ^) 
prolongée  dans  le  même  sens  que  l'arc  s.  Si  l'on  prend  cet  arc  pour  variable 
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indépendante,  l'extrémité  de  la  longueur  i,  portée  sur  la  courbe,  aura 
évidemment  pour  coor<lonnées  trois  expressions  de  la  forme 

d  s  2.       \  d  s-  I 

dy  1^1  d\ 


.Y 


(3°)     (        y^-'i7^^[-ÎT-^-')^ 

I,  J,  K  devant  s'évanouir  avec  i  ;  tandis  que  lextrémité  d'une  autre  lon- 
gueur égale  à  i ,  portée  sur  la  tangente,  et  comptée  dans  le  même  sens 
que  la  première ,  aura  pour  coordonnées 

dx 


i  cos  et 


d  s 

ds 

dz 


(31)         (  y-+-icosf3=y-h-i 

l  -+-  i  cos  y  :=  7  H-  /'     ,  ^ 

Cela  posé,  si  l'on  nomme  i<  la  distance  comprise  entre  les  extrémités 
des  deux  longueurs,  et  A,  ^,  v  les  angles  formés  avec  les  demi-axes 
des  coordonnées  positives  par  la  droite  qui ,  partant  de  l'extrémité  de 
la  seconde  longueur,  se  dirige  vers  l'extrémité  de  la  première,  on  aura 
évidemment 

,  ,      ^(^*')       4(^-^)      iiziii). 

(33)  cosA  = '  COS;a= ^ ,cosv= ' 


et  par  suite 


(34) 


cos  A  COS  /J. 


-^^7      4^-^j     -P^-^^ 

ds^  ds'  ds' 


vii^^^r-^^^-^'ïM^^^n 
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Si  maintenant  on  fait  converger  /  vers  la  limite  zéro,  les  valeurs  nu- 
mériques de  /,  J,  K  décroîtront  indéfiniment,  et,  en  passant  aux  limites, 
on  tirera  de  la  formule  (34) 


/  V  C05  A      COS  U       C05  1        I 

ou,  ce  qui  revient  au  même  , 


(3<^) 


COS  y 


cT-x  d'y  d'i  ^{[d'=<y--^[d^-yy--^[d^iY] 


Les  angles  A,  ^,  v  déterminés  par  cette  dernière  formule  sont  ceux  qui 
se  trouvent  compris  entre  la  normale  principale  prolongée  dans  un 
certain  sens  et  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  La  même  for- 
mule  devrait  être  remplacée  par  la  suivante 

,  .  COS  A  COS  U.  COS  ■/  I 

i}7)  —  —  — 


d^x  d'y  d'i  y'W'xY-^{d-'yY-^[d\y]    ' 

si  la  normale  principale  avait  été  prolongée  en  sens  contraire.  Ajoutons 
que  les  équations  (36)  et  (37)  sont  renfermées  l'une  et  l'autre  dans  la 
seule    équation 

(38) 


COS  A  COS  U.  COS  V 


d^x  d^y  d' i 

de  laquelle   on  lire 

COS  A      COS  /i      COS  1 


d'x  d-y  d'i  1/[{d'xY-^-{dyY-^-{d'ly] 

II  serait  facile  de  s'assurer  directement  que  la  droite  qui  passe  par 
le  point  (a,  y,  ^),  et  forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  posi- 
tives des  angles  déterminés  par  la  formule  (38),  est  une  des  normales 
menées  par  le  point  {x  ,y,  ^  )  à  la  courbe  donnée.  En  effet,  si  ['on 
différencie  l'équation  (3),  en  considérant  toujours  s  comme  variable 
indépendante  ,  on  aura 

(39)  ^.v  d'-  X  -+-  dy  d'-y  -^-  did'- z  =:  o  ; 
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puis,  en  ayant  égard  à  ia  formule  (38)  et  à  l'équation  {6)  de  la  13.^ 
leçon  ,   on  trouvera 

cosût  cos  A  H-  cos/3  cas  f/,  -f-  cosy  ces  v  =  o. 

Donc  la  droite  en  question  sera  perpendiculaire  à  la  tangente,  ou,  en 
d'autres  termes ,  elle  sera  normale  à  la  courbe  proposée. 

En  prenant  toujours  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  on  tire  des 
équations  (5) 

^"^^^  ds       ds^     '         d's  ds^    '  Ts  ~d~F" 

Par  conséquent  la  formule  (38)  peut  être  réduite  à 

,  .    .  cos  ^       coS(U       cos  K 

(4  0 


d  cos  a  d  cos  fi  (/cos -y 

Si  l'on  cessait  de  prendre  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  la  for- 
mule (35)  deviendrait  inexacte.  Mais  la  formule  (4i)  existerait  tou- 
jours; et,  en  substituant  dans  celle-ci,  à  la  place  de  cos  ce  ,  cos/3, 
cosy,  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (5),  on  trouverait 

,    .      ,  cos  A  COS^  COS  V 

(42)  "~  — 


<'(^)   4-^)   ''m 


Observons  encore  que,  dans  le  cas  où  la  courbe  donnée  se  réduit 
à  une  courbe  plane,  la  normale  principale  est  évidemment  celle  qui 
reste  comprise  dans  le  plan  de  la  courbe. 

Les  angles  A,  /u,,  v  étant  une  fois  déterminés  par  les  formules(3  5)  ou 
(42),  il  devient  facile  d'obtenir  les  équations  de  la  normale  principale. 
En  effet,  si  l'on  nomme  ^,  n,  ^  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  cette  droite  ,  on  aura  [en  vertu  de  la  formule  (20)  des  Préliminaires] 

(43)  ^^^  =  -^^^  =  ^^^  ; 

\^ji  cos  A  cos^  cos  r 
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puis  on   en  conclura ,  en  supposant  que  l'arc  s  est  pris  pour  variable 

indépendante  , 

(44)  ^--^   —    '-y   —   ^~^   ; 

^"*^^  d^:.     —    d^-y     —    d'-i     ' 

et ,  en  admettant  une  autre  hypothèse  , 

(4s)  ;-.     _^i^:j___1^^ 


Lorsque  deux  surfaces  courbes  se  rencontrent  en  un  point  donné  ; 
elles  sont  censées  former  entre  elles,  au  point  dont  il  s'agit,  les  mêmes 
angles  que  leurs  plans  tangens.  On  dit  en  particulier  que  deux  surfaces 
sont  normales  l'une  à  l'autre  en  urT  point  qui  leur  est  commun,  lorsque 
les  plans  tangens  menés  par  ce  point  sont  perpendiculaires  entre  eux, 
et  qu'elles  sont  tangentes ,  ou  qu'elles  se  touchent,  quand  ces  plans  coïn- 
cident. Dans  le  dernier  cas,  les  normales  aux  deux  surfaces  coïncident 
pareillement.  Cela  posé ,  soient 
(4<^)  '  «  =  o  ,  V  =  o  , 

les  équations ,  en  coordonnées  rectangulaires ,  de  deux  surfaces  qui  se 
touchent  au  point  {x,  y,  i).  En  vertu  de  la  formule  (6)  [i4.^  leçon],' 
les  cosinus  des  angles  formés  par  la  normale  commune  aux  deux  sur- 
faces avec  les  demi -axes,  des  coordonnées  positives  seront  proportion- 
nels, d'une  part,  aux  trois  dérivées 


du 

du 

du 

-d^     ' 

dy   ' 

•il     ' 

et  de    l'autre,  aux 

dérivées 

dv 

d.  ' 

dv 
dy     ' 

dv 
dl 

On  aura  donc 

(47) 

ldu\ 
\dx  j 

/  d  II  \ 
l  dy) 
(dv   \ 

(  du\ 

[  dv    \ 

\dx  1 

/  dv  \ 
\dz  j 

Lefons  de  AT.  Cauchy 

:   I.'' Année, 

00 
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Réciproquement,  si  cette  condition  est  vérifiée  pour  le  point  (.v,  ;■,  i), 
ies  deux  surfaces  auront  en  ce  point  une  normale  commune,  et  seront 
tangentes  l'une  à  l'autre. 

Pour  que  la  formule  (47)  subsiste  ,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que 
les  équations  différentielles  des  deux  surfaces,  savoir, 

!  du  .  du  ,  du      , 

(48)  ''^  dy  ^  d^        <^ 

\  dv  ,  d  V  ,  d  V     , 

\  dx  dy       -^  d  i        ^ 

s'accordent,  quand  on  y  substitue  pour  x,y,  i  les  coordonnées  du  point 
commun  ,  et  se  réduisent  alors  à  une  seule  équation  entre  les  différen- 
tielles Jx,   dy ,  di. 

Si  lés  équations  des  deux  surfaces  étaient  résolues  par  rapport  à  3, 
et  ramenées  à  la  forme 

leurs  équations  différentielles  seraient  de  la  forme 

^50)  di^izpdx  -h  qdy. 

Alors  les  deux  surfaces  se  toucheraient  au  point  (-v,_y,  i) ,  si,  dans  le 
passage  de  la  première  à  la  seconde,  les  deux  quantités  /^  et  ^  conser- 
vaient les  mêmes  valeurs. 
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DIX-SEPTIÈME  LEÇON. 

Du  Plan  oscillateur  d'une  Courbe  quelconque  et  de  ses  deux  Courbures. 
Rayon  de  courbure ,   Centre  de  courbure  et  Cercle  osculateur. 


Considérons  sur  une  courbe  donnée  un  point  quelconque  [P],  et 
concevons  que  l'on  ait  mené  en  ce  point  une  tangente  à  la  courbe.  On 
pourra  faire  passer  par  cette  tangente  une  infinité  de  plans  tangens  , 
dont  l'un  renfermera  la  normale  principale.  Ce  dernier  ,  qui  se  con- 
fond avec  le  pian  de  la  courbe,  toutes  les  fois  que  celle-ci  devient 
plane,  mérite  une  attention  particulière.  On  le  nomme  plan  osculateur. 
Pour  l'obtenir,  il  suffit  évidemment  de  tracer  un  plan  tangent  qui  ren- 
ferme avec  le  point  [P)  un  second  point  [Q)  de  la  courbe  proposée, 
et  de  chercher  la  position  que  tend  à  prendre  ce  même  plan,  dans  le 
cas  où  le  second  point  se  rapproche  indéfiniment  du  premier.  En 
effet,  soit  /  la  longueur  de  l'arc  Wq  compris  entre  les  deux  points , 
et  supposons  que,  la  tangente  étant  prolongée  du  même  coté  que  l'arc 
PQ  ,  la  longueur  i  portée  sur  la  tangente  aboutisse  au  point  (/?). 
La  droite  QR,  comprise  dans  le  pian  mobile,  sera  sensiblement  paral- 
lèle, pour  de  très-petites  valeurs  de  /,  à  la  normale  principale;  et  par 
conséquent  l'angle  formé  par  cette  normale  avec  le  plan  mobile  sera 
sensiblement  nul.  Donc  cet  angle  aura  zéro  pour  limite;  c'est-à-dire 
que  le  plan  mobile  tendra  de  plus  en  plus  à  se  confondre  avec  le  plan 
tangent  qui  renferme  la  normale  principale,  ou,  en  d'autres  termes  , 
avec  le  plan  osculateur. 

Concevons    maintenant  que   les    coordonnées  rectangulaires   de    la 

00  ^ 
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courbe  étant  x,  y,  i,  la  tangente  et  la  normale  principale,  menées  par 
le  point  (P),  forment  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  la 
première,  les  angles  et,  /3,  y,  et  la  seconde,  les  angles  A,  fx^  v.  Supposons 
d'ailleurs  que  l'on  prenne  pour  variable  indépendante  l'arc  s  compris 
entre  un  point  fixe  et  le  point  mobile  {>'■  ,  y ,  z)-  ^^  ^'Ç^^  ^^^^  coïncider 
ce  dernier  point  avec  le  point  (/^),  on  trouvera  [voyei  la  13/  et  la 
1  6.^  leçons] 

,    ,  cos  a  cos  fi 

(0  "" 


d  X  dy 

cos  A  cos  u. 


cos  7 

dl 

cos  V 

d^  X  d' y  d^  2 

Cela  posé,  imaginons  que  par  le  point  (v,^,  i)  on  élève  un  demi-axe 
perpendiculaire  au  plan  osculateur.  Ce  demi-axe  coupera  nécessairement 
à  angles  droits  la  tangente   et  la  normale   principale.    Donc  ,   si  l'on 


o 

nomme 


(0 


L,       M,       N 

les  angles  qu'il  sera  censé  former  avec  les  demi -axes  des  coordonnées 
positives ,  on  aura  les  deux  équations 

cos  et  cosL  -1-  cos/3  cosy)^  -}-  cosycos  N  =:z  o  , 
cos  A  cosL  -î-  cos/.'.  cos  M  -\-  cosv  cos  N  z=:  o  , 

qne  les  formules  (i)  et  (2)  réduiront  à 

(  cos  L.d  x  —h  cos  //.  d  y  --{-    cos  N  .d  7  ■=.  o  , 

(4)  .  -^ 

(  cosL.  ^^A'-J- cos/I/.^7' --H  cos  TV.  ^^2  =  o- 

Ces.darnières  équations  peuvent  être  remplacées  par  la  seule  formule 

,     V  Cf-5   J^  COS  yi/  C05  A'' 

^^'  dyd'l  —  did-y  did^x—dxd\     dxdy  —  dyd'-x     ' 

de  laquelle  on  tire 
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cos  L  cos  Al  cos  A' 


dyiT^—did-y  JiJ'-x  —  dxd'i  dxdy  —  d/d'x 


V[[dyd^l—did^yy-^(did'x  —  dxd\y-i-{dxd'j—dyd^-x)'] 

I 

^^  ^r  — 

^[[dx^--i-d/'-i-di')[{d'xy-i-{dyy-i-{d'iy]—{dxd''x-i-djdy-^did'i)'] 
Si,  Je  plus,  on  à  égard  aux  équations 

{  d.\  d- X  —h  dy  d'- y  H-  did""  1^=^  o  , 

on  trouvera  définitivement 

cos  L  cos  /I7  cos  A''  ,  I 


^    ''     dyd\-didy  did^x—dxd^'i  dxdy-dyd'-x  dsV[{d-xY-^{dyY-^{d'^YY 

La  formule  (8)  fournil  cviJeminejit  deux  systèmes  de  valeurs  de  cosL, 
cosyl-/,  CGsN  ,  et  ces  deux  systèmes  correspondent  aux  deux  directions 
suivant  lesquelles  on  peut  prolonger  la  perpendiculaire  menée  par  le 
poi/it  {x,  y,  i)  au  plan  osculateur. 

Il  ne  sera   pas   inutile  d'observer  que  la  formule  (5)  peut  être  rem- 
placée par  les  deux  suivantes, 

ces  L  cos  AI  cos  A'' 

/       \  cos  Z,  cos  A-I  cos  A^ 

(10)  — 


cus/J  dcosy—cosy  dcaii  cos>  dco£a—cosa  i/cosy  cosa  dcosfi—coifi  dcosa   ' 

dont  la  dernière  se  déduit- immédiatement  des  équations  (3)  combinées, 
non  plus  avec  les  formules  (i)  et  (2),  mais  avec  la  formule  (4i)  de  la 
16.^  leçon. 

On  arriverait  encore  à  la  formule  (10),  si  l'on  supposait  que  L, 
M ,  N  désignent  les  angles  compris  entre  les  demi-axes  des  coordonnées 
positives   et  une  droite  perpendiculaire   au  plan    qui ,    passant  par  le 


2q4  applications  géométriques 

point  (.v,^,  z)  et  par  la  tangente  en  ce  point,  est  parallèle  à  une  autre 
tangente  menée  par  un  second  point  infiniment  voisin  du  premier.  En 
effet,  soient 

Ax,      ù.y,     à-i,      Acosec,      Acos/S,      Acosy 

les  accroissemens  que  prennent  les  quantités 

.V  ,     y  ,      1'       ^°^  ^  •     '-"^  (^  '     ^'^^  y 
dans  le  passage  du  premier  point  au  second.  Les  valeurs  de 

cos  L  ,        cos  M ,        cos  A' 

seront  évidemment  déterminées,  dans  l'hypothcse  admise,  par  la  première 
des  équations  (3)  jointe  à  la  formule 

(coscc-t-Acoscc)  cos  L  -h(cos/3-+-Acos/3)  cosyî^-t-  (cosyn- Acosy)  cos  yV  =  o , 

que  l'on  pourra  réduire  [en  vertu  de  l'équation  dont  il  s'agit]  à 

(m)  cos  Z.  .  a  cos  et  -+-  cos /l^ .  A  cos /3  -!-  cos  A^.  Acosy  m  o. 

Or,  si  le  second  point  vient  à  se  rapprocher  indéfiniment  du  premier, 
les  différences  infiniment  petites 

A  cos  d.  ,      Acos/3,      Acosy 
deviendront  sensiblement  proportionnelles  aux  différentielles 

d  cos  au,       ^cos/3,       i^cosy, 

et,  en  passant  à  la  limite,  on  tirera  de  la  formule  (11) 

(12)  cos  L.  d  coscL-\-  cos  yî/.  ^cos/3-l-cos  N.d  cos  y  =  o. 

Cela  posé,  comme  l'équation  (12),  combinée  avec  la  première  des 
équations  (3),  reproduira  la  formule  (to),  nous  pouvons  affirmer  que 
les  angles  L,  M,  N,  déterminés  par  la  formule  (10),  appartiennent  à 
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une  droite  perpendiculaire  au  plan  qui  renferme  la  tangente  menée  par 
le  point  [x ,  )• ,  i) ,  et  qui  est  parallèle  à  une  autre  tangente  infiniment 
voisine  de  la  première.  Donc  ce  dernier  plan  ne  diffère  pas  du  plan 
osculateur. 

Si  l'on  cessait  de  prendre  l'arc  s  pour  variable  indépendante  ,  les 
formules  (2)  et  (8)  deviendraient  inexactes  en  même  temps  que  la  se- 
conde des -équations  (7)  :  mais  les  formules  ((>),  (10),  et  par  suite  les 
formules  (5),  (6),  continueraient  de  subsister;  d'où  l'on  peut  conclure 
que  les  équations  (4) ,  propres  à  remplacer  la  formule  (5) ,  subsiste- 
raient pareillement.  Au  reste,  il  est  facile  de  vérifier  directement  cette 
conclusion.  En  effet,  lorsqu'on  cesse  de  prendre  s  pour  variable  indé- 
pendante, on  doit,  dans  la  seconde  des  formules  (4),  substituer  aux 
différentielles 

rf'*  X  ,        d^y  ,        d^i, 
les  expressions 

Or,  si ,  après  cette  substitution ,  l'on  a  égard  à  la  première  des  formules 
(4),  on  verra  la  seconde  reprendre  sa  forme  primitive. 

Quelle  que  soit  la  variable  que  l'on  considère  comme  indépendante , 
on  tire  de  la  première  des  formules  (7) 
(13)  dx d^ X  ->r-  dy  d-y  -\-  did^i  ^=-  ds  d^'s  ; 

et  par  suite  la  formule  (6)  peut  être  réduite  à 

cos  L  cos  AI  cos  N 

(•4)    \  j 


dx 

ds 

d^-s, 

dy 

ds 

d^-s. 

dl 
ds 

d'-s. 

ds  v[{d^  xY  -+-  [d'yY  -i-  [d'iY  -  ('^'  'Y J 
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Dans  le  cas  particulier  où  l'on  prend  x  pour  variable  indépendante,  et 
où  l'on  désigne  par  ;■',  ^';  /,  i"  les  dérivées  de  y  et  de  z  ^^  premier 
et  du  second  ordre,  on  tire  de  la  même  formule 

.  cos  L  cos  M    cos  A^ ,  I 

Les  angles  L,  AI,  N  étant  déterminés  par  la  foriffiile  (8),  (i4)  ou 
(i  j),  il  devient  facile  d'obtenir  l'équation  du  plan  osculateur  qui  passe 
par  le  point  {x,y,  i).  En  effet,  si  l'on  désigne  par  ^,  vi,  ^  \es  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  ce  plan,  on  trouvera  [en  vertu  de 
la  formule  [66)  des  Préliminaires] 

(16)  (^— a)  cos/.  H-  [v -}■)  cos  Af -h  (^— 2)cos.V:=o, 

puis,  en  ayant  égard  à  la  formule  (i4). 

{ I  7)      l^-^)  {é^'Z-dzd7)Ay^-y)  [dzc{-s-<hd'-z)-+-{^-z)  [dxd^y-dyd'-x)  =  o. 

Si  l'on  prenait  .y  pour  variable  indépendante,  il  faudrait  à  la  formule 
(14)  substituer  la  formule  (15),  et  par  suite  l'équation  du  plan  oscula- 
teur se  réduirait  à 

(18)         [)'z-y"z){l->^)  —  i[''-y)+y"{^-z)  =  o. 

^^  Soit  maintenant  Aj  l'accroissement  positif  ou  négatif  que  prend  la 
variable  cT,  quand  on  passe  du  point  ^x ,  y ,  z)  au  point 

(  .V  ■+  A  .Y  ,  ;•  -f-  Aj ,    2  -4-  A  z)- 

L'angle  compris  entre  les  tangentes  extrêmes  de  l'arc  infiniment  petit 
zt  Aj  sera  ce  qu'on  nomme  X angle  de  contingence.  Désignons  par  on  ce 
même  angle,  et  par  €l  l'angle  infiniment  petit  compris  entre  les  plans 
osculateurs  qui  correspondent  aux  extrémités  de  l'arc  ,  ou  ,  ce  qui  revient 
au  même,  entre  les  perpendiculaires  aux  plans  dont  il  s'agit.  Les  quan- 
tités o),  H  ne  pourront  s'évanouir  constamment  que  dans  certains  cas 
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particuliers,  savoir,  la  première,  lorsque  la  courbe  proposée  se  chan- 
gera en  une  droite,  et  la  seconde,  lorsque  cette  courbe  deviendra  plane. 
Mais,  en  général,  u  et  Q.  conserveront  des  valeurs  finies  différentes  de 
zéro,  et  l'on  pourra  en  dire  autant  des  limites  vers  lesquelles  conver- 
geront les  rapports 

,         a  ,         n 


As  As 


pendant  que  l'arc  dtlAs  décroîtra  indéfiniment.  Ces  limites,  qui  seront 
équivalentes ,  si  l'on  considère  une  courbe  plane ,  l'une  à  la  courbure  de 
cette  courbe,  l'autre  à  zéro,  serviront  à  mesurer  dans  tous  les  cas  ce  que 
nous  appellerons  la  première  et  la  seconde  courbure  de  la  courbe  proposée. 
En  raison  des  deux  courbures  que  nous  venons  de  signaler,  toute  courbe 
qui  n'est  pas  comprise  dans  un  plan  se  nomm.e  courbe  à  double  courbure. 
Si  l'on  z'eprésente  par 


I 


ces  mêmes  courbures,  f,  Si  seront  les  rayons  des  cercles  auxquels  elles 
pourront  être  attribuées,  et  l'on  aura,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 

(■9)    .  i=/'"'(±^)'      (-)    -ir='""(±^)- 

Lorsque  Tare  rtAj  est  très-petit,  sa  corde  y'(A.v*-î-A)'*-f- A^")  est 
sensiblement  perpendiculaire  aux  plans  normaux  menés  à  la  courbe  que 
l'on  considère  par  les  deux  points  {x , y ,  1) ,  (.v-i-A.v,  j-j-Av,  i-^t^yj]  ; 
et  la  plus  courte  distance  du  point  (.v,  y,  2)  à  la  ligne  d'intersection 
des  deux  plans  est  sensiblement  équivalente  au  rayon  j>.  En  effet,  soit 
r  cette  plus  courte  distance.  Si  l'on  trace  un  plan  qui  renferme  la  lon- 
gueur r ,  et  qui  soit  perpendiculaire  aux  deux  plans  normaux,  la  corde 
>/(  A.v'-f- Aj^-1- A^- )  formera  un  très-petit  angle  avec  le  plan  doju  il 
s'agit  ;  c'est-à-dire  qu'elle  formera  un  très-petit  angle  avec  sa  projection 
sur  le  même  plan.   Donc  cette  projection  sera   équivalente  à  la  corde 

Lei^om  tU  M.  CdKchy.   i."^  Année.  pn 
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multipliée  par  un  cosinus  très- peu  différent  de  l'unité,  et  pourra   être 

représentée  par  un  produit  de  la  forme 

I  désignant  une  quantité  infiniment  petite.  De  plus,  dans  le  triangle 
formé  par  la  longueur  r  et  par  la  projection  de  la  corde,  l'angle  opposé 
au  côté  r  sera  sensiblement  droit,  tandis  que  l'angle  opposé  à  la  pro- 
jection de  la  corde  sera  précisément  l'angle  des  plans  normaux ,  ou , 
ce  qui  revient  au  mcme,  l'angle  cù  compris  entre  les  tangentes  menées 
par  l'extrémité  de  l'arc  dzAj.  On  aura  donc 


;in(^±g) 


rt  As 


(n-/)/[A;v^-HAy^-i-A^']  (n-/)ai     /[Ax'-l-Ay'-i-A^^]      ±As 


£  étant  un  nombre  infiniment  petit;  et,  par  suite,  en  fiisant  converger 
l'arc  ±Aj  vers  la  limite  zéro,  on  trouvera 

I  t.  û'  I 

-j. — -  =  lini    j.   ^      zrr  —  , 

lim  r  2Z  A  J  j> 

OU 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  importe  d'observer  que  le  plan  osculateur  mené  par  le  point 
{x,}-,  i),  étant  sensiblement  parallèle  à  la  tangente  qui  passe  par  le  point 
(.vH-A.v,^-t-A_y,  i-+-Ai),  sera  encore  sensiblement  perpendiculaire  aux 
plans  normaux  menés  par  les  deux  extrémités  de  l'arc  d::Aj,  et  à  leur 
commune  intersection.  Donc  la  normale  qui  est  perpendiculaire  à  cette 
commune  intersection  ,  et  sur  laquelle  on  compte  la  longueur  /■ ,  se 
confondra  sensiblement  avec  la  normale  comprise  dans  le  plan  oscula- 
teur,  c'est-à-dire,  avec  la  normale  principale.  De  cette  remarque,  et  de 
ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus,  il  suit  évidemment  que,  pour  obtenir 
le  rayon  f,  il  suffit  de  construire  la  normale  principale  correspondante 
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au  point  (.v,  y.  i),  et  de  chercher  la  portion  de  cette  droite  comprise 
entre  le  point  (-v,/,  i)  et  un  plan  normal  infiniment  rapproché  de  ia 
droite  elle-même.  Le  rayon  f,  mesure  de  cette  manière  siu"  la  normale 
principale,  est  ce  qu'on  nomme  le  rayo/i  de  courbure  de  la  courbe  pro- 
posée, reladf  au  point  (.v,  y,  3)  ;  et  l'on  appelle  centre  de  courbure  celle 
des  extrémités  du  rayon  de  courbure  qui  peut  être  considérée  comme  le 
point  de  rencontre  de  la  normale  principale  et  d'un  plan  normal  infini- 
ment voisîn.  Le  cercle  qui  a  ce  dernier  point  pour  centre  et  le  rayon 
de  courbure  pour  rayon,  se  nomme  cercle  de  courbure  ou  cercle  osculaîeur. 
II  touche  ia  courbe  proposée,  et  a  la  même  courbure  qu'elle.  Ajoutons 
que,  si  par  la  tangente  au  paint  {^x,y,  i)  et  par  la  perpendiculaire  au 
plan  osculateur  on  fait  passer  un  nouveau  plan  ,  le  centre  de  courbure 
sera  évidemment  situé,  par  rapport  au  nouveau  plan,  du  même  côté 
que  le  point  (.v-+-A.v,_)'-i-A^,  ^-i-Aj;)  ,  et  que  par  conséquent  ce  centre 
coïncidera  toujours  avec  l'un  des  points  du  demi-axe  dont  ia  direction 
est  déterminée  par  les  angles  A,  /x,,  v  propres  à  vérifier  la  formule  (35) 
de  la  16.^  leçon. 

Si,  dans  la  valeur  de  —  fournie  par  l'équation  (19),  on  veut  rem- 
placer la  quantité  infiniment  petite  f  par  les  angles  finis  ce  ,  /3  ,  y  , 
ou  plutôt  par  les  différentielles  de  leurs  cosinus,  il  suflîra  de  recourir 
aux  formules 

CCS  u>  =  cosct(cosct-HAcoso(-)  -f-  cos,5(cos/3-t-AcoS(S)  -+-  cos7(cos'y-HAcos7) , 
I  ziz  cos*  et  -h  cos*  /3  H-  cos^  y  , 
I  =  (cos(iH-AcoscL)*-h(cos/3-]- Acos/S)'-H(cosy-hAcosy)', 

desquelles  on  tire 
i(i  — cosw)  =  cos*  d. —  2coscc(cosot-H- Acosot.)H-(cosct-l- Accsct)' 
^+-  cos^/3  — 2cos/3(cos/3-|-Acos,;Ô)-t-(cos.i3-hAcos/3)^ 
4-  cos*  y  —  2  cosy  (cosy -t-  A cosy ) -f-  (cos y  H-A cos y)', 
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ou,  ce  c]ui   revient  au  même, 

(21)  f  2sin-^y  =r  (Acosct)'  -H  (Acos/3)*  -4-  (Acos'y)\ 

En  divisant  par  As'-  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation ,  l'on 
en   conclura 

(srn-j  a  \i  /       co       \i  /  A  cos  a  \î  /  A  cos  3  \i  /   A  cos  >  \i  . 

puis,  en  faisant   converger  Aj  vers  la  limite  zéro,   et  ayant  égard  à  la 
formule  (15?),  on  trouvera 


et  par  suite 

,        .  I  /rfdcosa\'  f  d  cos  &  y  /dcOiy\t~\ 

(-3)  T^V'^Ll-^^)  -^(-^7-)  -^-(-77^)  J 


On  prouverait  avec  la  même  facilité  que  l'équation  (20)  peut  être  reni- 
placée  par  la  suivante  ' 


(^4) 


I  /  r  I  d  coi  L  y-  I  H  coiA'  \-'  I  d  cos  /V  \  »  T 


Il  résulte  évidemment  des  formules  (23)  et  (24)  que  la  première  cour- 
bure —  est  généralement  nulle,   dans  le  cas   où   les   angles    ce,  /3 ,  y 

deviennent  constans,  et  la  seconde  courbure   — —  ,   dans  le  cas  où   les 

.•a 

angles  L,  M,  N  deviennent  constans  à  leur  tour;  ce  qui  s'accorde  avec 
les  remarques  déjà  faites. 

Si ,  dans  la  formule  (23) ,  on  substitue  aux  cosinus  des  angles  et-,  /?,  y 
leurs  valeurs  déduites  de  la  formule  (i),  on  trouvera 


(^;) 


\ 


-      ds     _ 

Z 

ÏAt)'] 

\ds  / 

L     ds      J 

-h 

^      ds       J 
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puis,  en  développant,  et  ayant  cgard  à  i'cquation  (13), 

^^^1  j.    —  di- 


T. 


OU  ,  ce  qui  revient  au  mcme  , 

I27)      —  —  =t J7, — 

^_    -^{{dyà^i—did^yy  -^  [did-x  —  dxd'iY -t- [dxdy—djd'x]'] 

—  . 

y^[{dyd'-i—didyy  -+-{did'x  —  dxd'i)'-^  {dxdy—dyd'xY] 

{dx^-i-dy  -i-d-J]' 

Si  l'on   prend  s  pour  variable  indépendante  ,   les  formules  (25)  et  (26) 
donneront 

I   _  ^[{d'xy^{dyy-^{d'ir] 


(28) 


j>  d  s'- 


Mais,  en  prenant  x  pour  variable  indépendante,  on  tirera  de  la  formule 
/      \  '     _.    [(.v'l"->'"^')'-^•l"'-^->"'] 

Enfin,  si,  à  partir  du  point  (v,/,  3),  on  porte  sur  la  courbe  donnée  et 
sur  sa  tangente,  prolongées  dans  le  même  sens,  des  longueurs  infiniment 
petites,  égales  à  i,  et  si  l'on  nomme  i^  la  distance  comprise  entre  les 
extrémités  de  ces  deux  longueurs,  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (32) 
de  la  leçon  précédente  , 


2  « 
■  > 


s  étant  la  variable  indépendante  ;   et   l'on  conclura  de  l'équation  (50), 
combinée  avec  la  formule  (28) , 

(3O  f  =  J'""-~' 


^02  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

On  pourra  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

I Z""  Thcorcme.  Pour  obtenir  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  en  un 
point  donné ,  il  suffit  de  porter  sur  cette  courbe  et  sur  sa  tangente ,  prolongées 
dans  le  même  sens ,  des  longueurs  égales  et  infiniment  petites ,  et  de  diviser  le 
carré  de  l'une  d'elles  par  le  double  de  la  distance  comprise  entre  leurs  extré- 
mités. La  limite  du  quotient  est  la  valeur  exacte  du  rayon  de  courbure. 
Nous  avions  déjà  établi  ce  théorème  pour  les  courbes  planes;  mais  on 
voit  qu'il  s'étend  de  même  aux  courbes  à  double  courbure. 

Si  l'on  suppose  que  le  plan  des  x ,  y  devienne  parallèle  au  plan  os- 
culateur,  les  valeurs  de  cosL  et  cos  A4  s'évanouiront,  tandis  que  celle 
de  ces  A'  deviendra  "égale  à  zt  i .  Alors  on  tirera  des  formules  (4) 

(32)  di  =^  o  ,  d'-  i  ^=  o  , 

et  l'équation  (27)  se  trouvera  réduite  à 

I  ,        dx  d^y  —  dy  d'x 

^-'-^  -''  '  {dx--i-dy')i 

Comme  cette  dernière  coïncide  avec  la  formule  (20)  de  la  6.^  leçon  , 
elle  prouve  que,  dans  l'hypothèse  admise,  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  donnée  est  aussi  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  projetée  sur 
le  plan  des  .y,  j,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sur  le  plan  osculateur. 
D'ailleurs,  le  plan  des  x,  y  étant  arbitraire,  l'hypothèse  que  nous  avons 
faite  se  trouve  applicable  à  tous  les  points  de  la  courbe  que  l'on  consi- 
dère. Enfin  il  est  clair  que  la  normale  principale  de  cette  courbe  se 
confond  toujours  avec  la  normale  de  la  courbe  plane  qu'on  obtient  en 
projetant  la  proposée  sur  le  plan  des  x ,  y.  Ces  observations  fournissent 
immédiatement  le  théorème  que  nous  allons  énoncer. 

i.^  Théorème.  Le  r.iyon  de  courbure  d'une  courbe  tracée  dans  l'espace  se 
confond  toujours  en  grandeur  et  en  direction  avec  le  rayon  de  courbure  de  celte 
courbe  projetés^  sur  le  plan  osculateur. 

Les  remarques  faites  ci -dessus  [pages  pi  et  5^2],  relativement  aux 
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rayons  Je  courbure  des  courbes  planes,  peuvent  être  évidemment  cten- 
tiues  à  des  courbes  quelconques,  et  il  peut  arriver  qu'en  certains  points 
situes  sur  une  courbe  à  double  courbure  ,  le  rayon  de  courbure  devienne 
nul  ou  infini,  ou  change  brusquement  de  valeur.  Le  second  cas  aura 
gcne'ralement  lieu  ,  toutes  les  fois  que  la  courbe  projetée  sur  le  plan 
osculateur  présentera  un  point  d'inflexion. 

Nous  allons  maintenant  appliquer  les  formules  générales  que  nous 
avons  établies  à  un  cas  particulier  ,  et  nous  prendrons  pour  exemple 
i'hélice  représentée  par  les  formules  (38)  de  la  13.^  leçon,  savoir  : 

(34)  .\=iRcosp,       ^  =  /?sin/?,        i^zaRp. 

Si ,  pour  plus  de  commodité ,  on  suppose  que  p  soit  la  variable  indé- 
pendante ,  on  trouvera 


(55) 


ii  X  =z  —  RslnpJp  ,      d  y:=::  Rco^pdp  ,  di^=^aRdp, 

d'x  =:z~  R  cos dp- ,      dy^=:  —  Rsinpdp^,      </'^r=o, 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 
(3O 


d'^       dy     di     


-smp  cosp 

d' X     d'y     __     d' 


swp 


et  par  suite 


-Rdp'; 


(37)  ds=±{i-i~a'-)^Rdp,        d's  =  o, 

I    Q\  cos  a cos /3     cos  7 , 


Comme  ,  en  vertu  de  la  seconde  des  équations  (37) ,  la  différentielle  d's 
restera  nulle,  quel  que  soit  p ,  il  en  résuite  qu'on  pourra  employer  les 
formules  dans  lesquelles  l'arc  s  est  pris  pour  variable  indépendante. 
Cela  posé,  on  tirera  de  la  formule  (38)  [16.^  leçon] 
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,         .  '  C03  A      cos,a      cos  y      _, 

\Jy'  cos  p  sin^  o  ' 

de  la  formule  (5)  combinée  avec  les  formules  (3^) 

.       .  cos  Z,       cos  AI     cos  A'^    _,  I 

^^     '  —as\np  a  cos  p  —  i  /(l-+-i2') 

et  de  l'équation  (23)  combinée  avec  la  formule  (38) 

//    >,     J__         ■  rfdsmpy        f'JcospYY  __i.         '  "^P ' 

(42)  j,  =  {i  -^a')R. 

De  plus,  l'équation  (16),  qui  représente  le  plan  osculateur,  deviendra 

a[{^  —  >.)sinp  —  {v)—)')co5p]-\-^—z=^o, 
et  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 

(43)  C,-Z  =  ^{y^cosp-^s'inp). 

Enfin  l'on  tirera  de  l'équation  (24)  combinée  avec  la  formule  (4o) 

(45)  M  =  -^R. 


Il  est  essentiel  d'observej||^ue  ,  si  à  la  place  de  la  formule  (38)  [16.* 
leçon]  on  employait  la  formule  (36)  [ibiiiem],  le  double  signe  dz  de  la 
formule  (35))  se  réduirait  au  signe  -+-.  Ajoutons  que,  si  l'on  substitue 
l'angle  y  déterminé  par  l'équation 

(46)  cosy^di:-^;^  - 

a  la  quantité  a,  les  formules  (4o),  (42)  et  (45)  deviendront  respecti- 
vement 
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/  ,    .  C03  L  cos  Al  cos  N  ■ 

(47)  — z=z ■=. ru:  iz  cos  y  , 

^    '  '  sin  p  —  cos  p  (ang  y 

(49)  c^  r=  — =:  2 /?  coséc  2  y. 

'^  sin  v  cos  y 

Il  résulte  évidemment  Je  la  formule  (39)  que  la  normale  principale  de 
l'hélice  au  point  {x,  )>,  z)  coïncide  avec  la  perpendiculaire  abaissée  de 
ce  point  sur  l'axe  des  ^ ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  avec  la  généra- 
trice de  la  surface  hélicoïde  représentée  par  l'équation 

(50)  ^  ==  ^ /?  arc  tang  ((^)) , 

[voyei  la  1  3.*  leçon].  Donc  le  plan  qui  passe  par  cette  génératrice  et  par 
la  tangente  à  l'hélice  ,  c'est-à-dire ,  en  d'autres  termes ,  le  plan  qui  touche 
la  surface  hélicoïde  au  point  {x,  y,  i) ,  se  confondra  nécessairement  avec 
le  plan  osculateur  de  l'hélice.  On  arriverait  à  la  même  conclusion ,  en 
comparant  l'équation  (43)  à  la  formule  (1^5))  de  la  14.*  leçon.  Car,  si 
l'on  pose  dans  cette  formifle 

X  z=:z  R  cos  p  ,        y  -zzz  R  s\n  p  , 
on  retrouvera  précisément  l'équation  [/il). 

L'équation  (48),  qui  détermine  le  rayon  dé  courbure  /,  pourrait  être 
directement  déduite  du  i ."  théorème.  En  effet ,  concevons  qu'à  partir 
du  point  [x,y,  i)  on  porte  sur  l'hélice  et  sur  sa  tangente,  prolongées  dans 
le  même  sens,  deux  longueurs  égaies  et  infiniment  petites,  désignées 
par  /'.  Soit  i<  la  dl:,t3nce  comprise  entre  les  extrémités  de  ces  deux  lon- 
gueurs, et  supposons  que  la  première  aboutisse  au  point  de  l'hélice  qui 
a  pour  coordonnées  x-{-ùi.x ,  y -{- ù^y ,  ^-HA^.  La  seconde  aboutira  sur 
la  tangente  en  un  point  dont  l'ordojinée  sera  encore  j-f-A^  [voyei  le 
I."  théorème  de  la  16.*^  leçon]  ,  et  par  suite  elle  aura  pour  projection 
sur  le  plan  des  x,  y 

±  tangy.A^. 


Soit  /  cette  même  projection.  Comme  on  a  généralement 

Leçms  de  A].  Canchy.     i  .'=  Année. 


dq 
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IzrzaRp,        tang7  =  ~, 
on  trouvera 

(51)  /=:±tang7.A2  =:t/?A/7, 

Donc  la  projection  dont  il  s'agit  sera  équivalente  à  ceKe  de  l'arc  rhAj, 
c'est-à-dire ,  à  la  projection  de  la  longueur 

(52)  i  ■=z±ù>,s 

portée  sur  l'hélice  que  l'on  considère.  On  peut  ajouter  que  la  première 
projection  se  comptera  sur  la  tangente  au  cercle  représenté  par  la  formule 

{53)  .x^-^f.=zR\ 

Enfin  il  est  clair  que  la  distance  ^,  comprise  entre  dçux  points  corres- 
pondans  à  la  même  ordonnée,  sera  parallèle  au  plan  des  .v,  y,  et  ne 
différera  pas  de  sa  projection  sur  ce  plan.  Donc,  si,  dans  ce  même  pian  , 
on  porte,  à  partir  du  point  [x,  y),  sur  le  cercle  et  sur  sa  taijgente  pro- 
longés dans  le  même  sens,  deux  longueurs  infiniment  petites  égales  à  /, 
'i^  sera  la  distance  comprise  entre  les  extrémités  de  ces  deux  longueurs. 
Cela  posé,  puisque  le  rayon  de  courbure  du  cercle  est  précisément  le 
rayon  R,  on  aura,  en  vertu  du  théorème  i.^'', 

R  —  îim  —  ; 

3.  « 

et,  comme  ce  théorème  donnera  encore 

(3  zzz  Utn f- 

on  en  conclura 

(54)  -^=ii,ii-^, 

puis,  en  ayant  égard  aux  équations  (51),  (52)  et  {^j) ,  on  trouvera  dé- 
finitivement 

^p   I  ti^'dp' 

ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  (48). 


(55)  i-  =  /'■'«  [-^h-Y  =  -éj-.r  ^l+a^z=  coséc» y  , 
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DIX-HUITIEME   LEÇON. 

Détermïnai'ion  analytique  du  Centre  de  courbure  d'une  Courbe  quel- 
conque. Sur  les  Développées  d'une  Courbe  quelconque ,  et  sur  la 
Surface  qui  est  le  lieu  géométrique  de  ces  Développées.  Sur  les 
Courbes  qui  sont  osculatrices  l'une  de  l'autre  en  tin  point  donné. 


Soit  _p  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  quelconque  ,  correspon- 
dant au  point  [^  ,y ,  z) '>  soient  |,  »),  ^  les  coordonnées  de  l'extrémité 
de  ce  rayon,  appelée  centre  Ae  courbure  ,  et  A ,  /a  ,  v  les  angles  formés 
avec  \es  demi-axes  des  coordonnées  positives  par  la  droite  menée  du 
point  {x,y,  1)  au  point  (^,  r,  C,)-  On  aura 

(i)         ■    ~--r:r  cos  A  ,       "  ~-^  =:  cos  ix  ,      ■=  ces  V. 

De  plus,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  [page  299],  les  angles  A ,  /^ ,  v 
seront  déterminés  par  la  formule  (35)  [  i(5.'  leçon],  dans  laquelle  l'arc 
s  représente  la  variable  indépendante.  Or,  si  l'on  a  égard  à  l'équation 
(28)  de  la  17.*  leçon  ,  on  reconnaîtra  que  cetie  formule  peut  s'écrire 
comme  il  suit  : 

,     >  COS  A  COS  h!,  COS  V      f> 

(2)  —  — 


d' X  d'y  d'i  ds^ 

et  l'on  en  tirera 

,    ,  ^  d^x  d^y  d^z 

(3)  cosA— /-jj^,     cos^rz:/-^^»    cosv_/^-7-' 

On  pourrait  encore  établir  directement  ces  dernières  formules  par  la 
méthode  qui  nous  a  conduits  aux  équations  (16)  de  la  7.^  leçon.  Cela 
posé,  on  aura,  en  prenant  s  pour  variable  indépendante. 
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[A\  ^  — ^  "—jy  C  —  i  -p' 

^^^  d^x     —     d^-y     —     d'i     —    ds^    ' 

et  par  suite 

/    \  y  ,    d~  X  3,    d-y  y  .    d'  i 

(5)  ^-:^-=f'-j^>   ^-y=f  -jjr^  ^-Z=r-7T- 

Si  l'on  cessait  de  prendre   s  pour  variable   indépendante  ,  on  devrait 
remplacer 

d^x  d'y  d^-z 

ds'   '  ds^    '  ds"- 

par 

4i),    'Jâà,   &: 

d  s  d  s  d  s  ' 

et  l'on  trouverait  en  conséquence 

,  ''m       '{^)       -^fê) 

(7)  ?-'^'=r-77-'   ^-^^/  -77-'  ^-2—/  -77-' 

puis,  en  remettant  pour/^  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (27)  [17.'  leçon], 

y dsd^x  —  dxd's  i    , 

^  ~  '^  {dyd'l—did'yY^[did'x—dxd\Y-^[dxdy  —  dyd'x)''  ' 

(8)        /     ,i_v  =  dsd'y-dyd--s ^ 

^  '     ^         ^        [dyd'z-didyy-i-{did'x—dxd'iy-i-(dxdy—d_yd'xy 

y  ds  d\  —  d-^d'  s  ,    j 

^       ^  (dyd'i~didyy-+.  [did'x  —  dxd\Y  -^  '^dxd'y-dyd'xY  ' 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même  , 

(     ?-.vr=         4)^  jdyd'x-dxd'yy  -^di  [did--x-dxd'i)         ,j  Jv^-i-Jr^) 

\     ''  (dyd'i-didyy-i-[d-d'x-dxd'i)'-^{dxdy-dyd'xY  ^  -^  ^  '' 

(P)        (  >,-  V—  __dlWld-y-dyd'lY-^dx[dxd^y-dyd^x) /^^.^A^Wz^) 

J  -^  [dyd'i-didyYMdld'x—dxd'iYMdxdy-dyd'xY  ^ 

l  r        7—  dx[dxd'i-did^x)-^.dy{dyd\-didy)  ,j,       j,       J,^ 

V  ^        ^  {dyd'i-didy}'-i-[did'x—dxd'iY-^{d''dy~dyd'xY^-^       ^  '' 


DU  CALCUL  INFINITESIMAL.  509 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  prend  x  pour  variable  indcpendante ,  les 
formules  (7)  et  (9)  se  réduisent  à 

r-7—  y^yr-y^^^^t'  p--—.  y^y'z-y"i)-^t'   (.'.'.. 

On  peut  employer  indifféremment  les  formules  (7),  (8),  (p)  ou  (10), 
pour  déterminer  les  coordonnées  ^,  v,  ^  du  centre  de  courbure.  Ajou- 
tons que  ces  coordonnées  vérifieront  en  général  le  système  des  trois 
équations 

(11)       I  {^-.x)Jx-+-{v-y)Jy-i-{^~Z)^Z  =  o, 

dont  les  deux  premières  seront  évidemment  satisfaites  pour  tous  les 
points  (^,  y\,  "Ç)  situés  dans  le  plan  normal  et  à  la  distance  f  du  point 
[^ '  y  '  z)-  QiJ^n:  à  la  dernière  des  formules  (11),  on  peut  l'établir, 
soit  en  ajoutant  les  formules  (8)  respectivement  multipliées  par  d^ x , 
d^y,  d'-z,  soit  en  ajoutant  les  équations  (1),  après  les  avoir  multipliées 
membre  à  membre  par  les  équations  [6] ,  et  simplifiant  l'équation  ré- 
sultante à  l'aide  de  la  formule 

{l-x)dx^{i,-y)dy-\-{^-Z)dzr=o. 

Il  est  essentiel  d'observer  que  l'on  retrouve  la  seconde  et  la  troisième  des 
formules  (11),   lorsqu'on  différencie  la  première  et  la  seconde  ,  en   opérant 
comme  si  les  trois  inconnues  ^,11,^  étaient  des  quantités  constantes. 

Quand  le  point  (.v,  ;;,  z)  vient  à  se  déplacer  sur  la  courbe  donnée, 
le  centre  de  courbure  se  déplace  en  même  temps.  Si  le  premier  point 
se  meut  d'un  mouvement  continu  sur  la  courbe  dont  il  s'agit,  le  second 
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décrira  une  nouvelle  courbe.  Or,  pour  obtenir  les  équations  de  cette 
dernière,  il  suffira  évidemment  d'exprimer  en  fonction  d'une  seule  va- 
riable X,  ou  y,  ou  s,  &.C, . . .  les  seconds  membres  des  formules  (7)  , 
puis  d'éliminer  cette  variable  entre  les  trois  formules.  Les  deux  équa- 
tioiis  résultantes  de  l'élimination  ne  renfermeront  plus  que  les  trois 
variables  ^,  ti,  ^,  et  représenteront  précisément  la  ligne  qui  sera  le 
lieu  géométrique  de  tous  les  centres  de  courbure  de  la  courbe  donnée. 
Pour  établir  les  principales  propriétés  de  cette  ligne  ,  on  différenciera 
les  deux  premières  des  formules  (11).  en  faisant  varier  toutes  les  quan- 
tités qu'elles  renferment.  En  opérant  ainsi,  on  trouvera 

(12)         [x-^)di'^{y-r^)d-^-\-{i~(::^)d^  —  fdf, 

et 

(13)  dx d^-^  dydvi-h  didl!i^-=zo. 

Il  suit  de  l'équation  (13)  que  la  tangente  menée  à  la  nouvelle  courbe 
par  le  point  (^,  n,  ^)  forme  un  angle  droit  avec  la  tangente  menée  à 
la  courbe  donnée  par  le  point  [x ,  y ,  i).  Donc  la  tangente  à  la  nou- 
velle courbe  est  comprise  dans  le  plan  normal  à  la  courbe  proposée.  De 
plus ,  si  l'on  nomme  ^  l'arc  de  la  nouvelle  courbe  compris  entre  un 
point  fixe  et  le  point  mobile  (^,  t,  ^),  on  aura 

(i4)  dî,^'\~dT''^dC^'=:d<i\ 

à 

et  l'on  tirera  de  l'équation  (12) 

(,5)        4L==:Jlz±4L^Zz:JL_^_^^=ii.^. 

^    ■"  d(  ^  d(  ^         d(  /  dç 

Or,  il  résulte  évidemment  de  cette  dernière  formule  que  le  rapport 

est  équivalent  au  cosinus  de  l'angle  aigu  ou  obtus  formé  par  le  rayon  de 
courbure  /  avec  la  tangiînte  à  la  nouvelle  courbe.  Quand  la  proposée 
est  plane,   cette  tangente  se  confond  avec  le  rayon  de  courbure,  ou 
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avec  son  prolongement,  et  par  conséquent  le  rapport  -r —  se  réduit  au 

cosinus  d'un  angle  nul,  ou  au  cosinus  de  l'angle  ztt,  c'est-à-dire,  à 
:i:  I.  On  a  donc  alors 

et  l'on  en  conclut,  comme  on  l'a  fait  dans  la  7.' leçon,  que  lare  dzA^ 
est  la  différence  des  rayons  de  courbure  correspondans  à  ses  deux  ex- 
trémités. Mais  il  n'en  est  plus  de  même  quand  la  courbe  donnée  cesse 

d'être  plane  ,  et  dans  ce  cas  le  rapport  -^ —   obtient  généralement  une 

valeur  numérique  différente  de  l'unité. 

Concevons  maintenant  qu'un  fil  inextensible  d'une  longueur  connue 
soit  fixé  par  une  de  ses  extrémités  en  un  certain  point  de  la  courbe 
proposée  ,  et  que  ce  fil ,  d'abord  appliqué  sur  la  tangente  .menée  à  la 
courbe  parle  point  dont  il  s'agit,  vienne  à  ce  mouvoir,  en  demeurant 
toujours  tendu  ,  de  telle  sorte  qu'une  partie  s'enroule  sur  l'arc  ren- 
fermé entre  le  point  fixe  et  le  point  variable  {x ,  y ,  z).  L'autre  partie, 
qui  restera  droite  et  touchera  la  courbe  donnée  au  point  {x,yj  i) , 
sera  terminée  par  un  point  mobile,  qui  décrira  une  nouvelle  courbe. 
Cela  posé,  on  se  trouvera  naturellement  conduit  à  dés.'gner  ces  deux 
courbes  à  l'aide  des  dénominations  déjà  employées  dans  la  7.*  leçon  , 
page  107.  Nous  dirons  en  conséquence  que  la  seconde  courbe  est  une 
développc2tite  de  la  première ,  et  qùs  la  première  est.  une  développée  de  la 
seconde.  Leurs  propriétés  respectives  peuvent  être  facilement  établies 
par  la  méthode  que  nous  allons  indiquer. 

Soient  ^,  n ,  ^  les  coordonnées  du  point  de  la  développante  qui 
correspond  au  point  {x ,  y ,  1)  de  la  développée,  et  t  la  distance  entre 
ces  deux  points.  On  aura  évidemment 

ou 

(18) 


dx 

dy 

•^l 

ds 

-  » 

dx 

=• 

II  — y 
dy 



r 
ds^ 
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la  formule  (17)  devant  être  adoptée,  lorsque  la  longueur  z  sera  comp- 
tée, à  partir  du  point  {x ,  y,  1)  de  la  développée,  sur  la  tangente  pro- 
longée dans  le  même  sens  que  l'arc  s ,  et  la  formule  (18)  dans  le  cas 
contraire.  De  plus,  on  aura,  dans  la  première  hypothèse, 

(ip)  z-^  s^^^c ,  (20)        dtziz.  —  ds  ; 

et  dans  la  seconde  , 

(21)  '  -'  —  sz=zc,  (22)        dz-=zds: 

c  désignant  une  quantité  constante.  Par  suite  ,  on  tirera  de  la  formule 
(17)  ou  (18) 

\~  J  '  ,  d  X  d y  d  ■^  dz 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

y  dx  dy  y,  d? 

(24)      ^--v^-^-TT'     ^--^^-^-TT '     ^-^"^-'dz-' 
Si  l'on  différencie  ces  dernières  équations  ,  on  trouvera 

(M)    ^?=-^4r:)-  ''«=-"^(s)'  '>^=-'A%Y 

et,  comme  on  aura' d'ailleurs 

{i6)  dz'^ds'z=dx'~\-d/-i-dz' , 

on  conclura  des  équations  (25)  respectivement  multipliées  par  dx,  dy,  di, 

(27)  dx  d^-\- dy  dn -\^  did^=z  o. 

Il  résulte  de  cette  dernière  formule  que  les  tangentes  menées  par  les 
points  (^,  VI,  (^)  et  {x ,y,  i)  à  la  développante  et  à  la  développée  se 
coupent  à  angles  droits.  Donc  la  tangente  à  la  développée  est  toujours  nor- 
male à  la  développante.  Cette  proposition  ,  que  nous  avions  déjà  établie 
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pour  les  courbes  planes  ,  s'étend  ,  comme  on  le  voit ,  aux  courbes  à 
double  courbure. 

Lorsque  la  de'veloppée  est  connue,  comme  nous  l'avons  supposé 
dans  ce  qui  précède ,  il  suffit ,  pour  obtenir  les  équations  de  la  déve- 
loppante, de  substituer  dans  les  formules  (24)  les  valeurs  de  s ,  y ,  1 
exprimées  en  fonction  de  s ,  de  remplacer  en  outre  t  par  c  rp  s ,  puis 
d'éliminer  s  entre  ces  mêmes  formules.  En  effet,  on  parviendra  de  cette 
manière  à  deux  équations  entre  ^,  n  et  ^  qui  représenteront  évidemment 
la  courbe  décrite  par  l'extrémité  de  la  longueur  z. 

Supposons  à  présent  que  l'on  cherche,  non  plus  une  développante, 
mais  une  développée  de  la  courbe  à  laquelle  appartiennent  les  coordon- 
nées variables  x,y,  1.  Si  l'on  appelle  ^,  «,  (^  les  coordonnées  du  point 
de  cette  développée  qui  correspond  au  point  {^ ,  y ,  2)  de  la  dévelop- 
pante ,  et  si  l'on  désigne  toujours  par  t  la  distance  entre  ces  deux  points  , 
on  devra,  dans  la  formule  (23),  remplacer  x,y,  1  par  ^,  n,  t,  et  réci- 
proquement. On  aura  donc 

foQ^  ^~^  ZZl  ^  —  ^ ^__ 

^-°^  dl     ^.,     ~-      </C      dz    ' 

et  par  conséquent 

On  aura  de  plus 

(30)  (^_^)^_H(„-^)^-t-(^-2)^=:.\ 

Si  l'on  différencie  trois  fois  de  suite  l'équation  (30),  en  prenant  l'arc  .$• 
pour  variable  indépendante,  et  ayant  égard  aux  formules  (2^),  on 
trouvera 

(        [l-x)dx  ->r-{y^-y)dy  ^[l^-i)di  —  0  , 

\       {^-x)d'x-+-{^~y)d'y-h{^-z)^'Z  =  ^^^>  et 

(32)  {^-x)d{zd'-x)  ^  {r.-y)d{zd^y)  -h  (C-Z)^(^^*S)  =  o  •' 

Levons  de  Ai.  Cauchy.   i ."  Année.  R  T 


3  I  4  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

puis  on  en  conclura 

^  — X "—.y C— i 

dj>d[td':(j  —  did{zdy)  did{zd'x)  —  dxd[zd'i)  dxd[tdy)—dyd{zd'x) 

ds^ ^^^ 

d-x\dyd{idx)-did{zdy)\-+-d'y[did[ld'x)-dxd{zd\)\-^d\[dxd{zd'-y)-dyd[zd-x)\ 

-±: '- T- 

V  \  [dyd{zd'i)—did (2^»]  V  [did {zd'x)-dxd{zd'i)Y-h  [dxd (zdy)—  dyd[ td'x^'  \ 
-±^ . '- -. 

/  [ds'  \{d{^d'x)Y-v [d[zdy]Y^ [d [zd'i)Y \  —  i dxd[zd'x)--^dyd[tdy)-i- did{zd\)\ '] 

On  tirera  de  cette  dernière  formule  ,  en  renversant  deux  des  fractions 
qu'elle  renferme,  et  élevant  chacune  d'elles  au  carré, 

ds^  \{d{zd' x)Y^[d[zdy)Y-^[d{zd'-:;_)Y] \dxd[zd'x)^dyd[tdy)-^did[zdX)\'' 

— 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même  , 

.    "*"     L  ds--     ds''    ~^    ds'     ds'    ~^  ds'-    dsi   J      ds 

l\ds^  )  ~^\  dsJ  }  ~^\ds>)  \ds  dsi~^  ds  dsi'^ds  ds^J    y 
(  dxdyd^l  —  dxd'idy-^dyd'id^x  —  dyd'x d^i-\- did'xdy —d^dyd'x    y 

—    [ 17^ J  '  ■ 

Si,  dans  l'équation  (33),  on  substitue  pour  x,y,  z  leurs  valeurs  expri- 
mées en  fonctions  de  s,  elle  ne  renfermera  plus  que  la  variable  s  et 
l'inconnue  t  avec  le  coefficient  différentiel  —, —  ?  et  sera  ce  qu'on  nomme 

d  s  ^ 

une  équation  differetitiellc  du  premier  ordre  entre  z  et  s.  Or,  il  résulte  des 
principes  du  calcul  intégral  qu'on  peut  satisfaire  à  cette  équation  difFé- 
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rentielle  en  prenant  pour  t  une  infinité  de  fonctions  de  s  correspon- 
dantes aux  diverses  valeurs  que  peut  recevoir  une  certaine  constante 
arbitraire.  Si ,  après  avoir  détermine  l'une  de  ces  fonctions ,  on  rem- 
place dans  les  formules  (30)  et  (3  i)  les  variables  x,  y,  i,  t  par  la  seule 
variable  s,  il  ne  restera  plus  qu'à  éliminer  s  entre  ces  formules,  pour 
obtenir  entre  les  coordonnées  ^,  r,  ^  deux  équations  propres  à  repré- 
senter une  développée  de  la  courbe  que  l'on  considère.  Cela  posé,  il 
est  clair  que  cette  courbe  aura  une  infinité  de  développées  qui  corres- 
pondront aux  diverses  valeurs  de  z,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  aux 
diverses  valeurs  de  la  constante  arbitraire.  Ajoutons  que  toutes  ces  déve- 
loppées seront  situées  sur  la  surface  à  laquelle  appartiendra  l'équation 
en  ^,  »i  et  (!^  produite  par  l'élimination  de  s  entre  les  formules  (3  i). 

La  surface  dont  nous  venons  de  parler ,  ou  le  lieu  géométrique  de 
toutes  les  développées ,  jouit  de  plusieurs  propriétés  remarquables  que 
l'on  déduit  facilement  des  équations  (3  i),  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
des  suivantes  : 


04) 


D'abord,  il  est  clair  que,  si  l'on  attribue  à  l'arc  s  et  aux  quantités  qui 
en  dépendent,  c'est-à-dire,  à 

,       ,  dx  dy  di     .       d^x  d'y  d- i 

(33)  •^'' J'  Z!   -JT'    -JT'   -ds^'    Ts^'   ~dV"   'd's'-' 

des  valeurs  déterminées,  les  équations  (34),  dans  lesquelles  ^,  r,  (^  res- 
teront seules  variables,  représenteront  deux  plans  dont  la  commune 
intersection  sera  une  droite  comprise  dans  la  surface  dont  il  s'agit. 
Donc  cette  surface  renfermera  une  infinité  de  droites  correspondantes 
aux  diverses  valeurs  de  j  ,  et  sera  du  nombre  de  celles  que  l'on  nomme 
surfaces  réglées.  On  peut  observer  d'ailleurs  que  la  première  des  équa- 
tions (31)  ou  (34)  est  précisément  celle  du  plan  normal  mené  parle 
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point  {x,)',  z)  ^  ^^  courbe  donnée.  Q.uant  à  la  seconde  des  équations 
{^4)>  on  peut,  en  vertu  des  formules  (3),  la  réduire  à 

{3'^)  (^— A-)cos  A  H-  {■»— y)  cos  fA.  ~i-  ((^— ^)cosv  =  f, 

et  l'on  ]-econnaît  alors  immédiatement,  i.°  qu'elle  est  vérifiée  par  les 
valeurs  de  ^,  v,  C,  tirées  des  formules  (i),  c'est-à-dire,  par  les  coordon- 
nées du  centre  de  courbure  ;  2..°  qu'elle  représente  le  plan  mené  par  ce 
même  centre  perpendiculairement  au  rayon  de  courbure  dont  la  direc- 
tion forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  les  angles  A, 
fA,,  f.  Enfin,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(37)  x  =  (pis),   7  =  xW.    z^iW. 

les  équations  {^4)  deviendront  respectivement 

i^S)       ['^-<P{s)]<p'{s)-^[.-x{s)]x{s)-i-[^-\^{s)]-^'{s)  =  o; 

(39)  [^- ^  W] ^" W  +  b-x i^i] X  W H- K-4 (^)] \" i^)=^' 

et  l'équation  (38),  qui  représente  un  plan,  quand  on  attribue  à  s  une 
valeur  constante,  deviendra  évidemment  propre  à  représenter  la  surface 
ci-dessus  mentionnée,  si  l'on  convient  de  regarder  la  quantité  s  comme 
une  fonction  de  ^,  vi,  ^  déterminée  par  l'équation  (39).  Cette  conven- 
tion étant  admise,  il  sera  facile  d'obtenir  l'équation  diiférentielle  de  la 
même  surface.  En  effet,  il  suffira,  pour  y  parvenir,  de  différencier  la 
formule  (3  8) ,  en  y  faisant  varier  à-la-fois  les  quantités  ^,  îi,  L^gX  s.  Or , 
en  opérant  ainsi,  et  ayant  égard  à  l'équation  (35)),  dont  le  premier 
membre  sera  précisément  le  coefficient  de  ds,  on  retrouvera  pour  l'é- 
quation différentielle  cherchée 

(40)  <p'  {s)di^  -x;  [s)  dT  -h  4'  (.)  c/^;  =  o. 

Il  résulte  de  celle-ci  \\'oyei  la  \  4.^  leçon]  que  les  demi-axes  des  coor- 
données positives  forment,  avec  la  normale  menée  par  le  point  (^,  r,  ^) 
à  la  surface  réglée,  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels,  et 
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même  égaux,  si  l'on  prolonge  la  normale  dans  un  sens  convenable,  aux 


de 


cnvees 


Donc  cette  normale  et  ia  tangente  menée  par  le  point  (v,^,  1)  à  la 
courbe  donnée  sont  deux  droites  parallèles.  Donc,  puisque  le  plan  tan- 
gent mené  par  le  point  (^,  r,  ^)  à  la  surface  réglée  doit  renfeiTner  la 
génératrice  de  cette  surface ,  et  par  conséquent  le  centre  de  courbure 
de  la  courbe  proposée ,  il  coïncidera  nécessairement  avec  le  plan  mené 
par  ce  centre  perpendiculairement  aux  deux  droites,  c'est-à-dire,  avec 
le  plan  normal  à  la  courbe.  Il  suit  de  ces  observations  que  chaque  plan 
normal  à  la  courbe  touchera  la  surface  réglée  dans  tous  les  points  de  la 
génératrice  par  laquelle  il  passera.  Donc  la  surface  dont  il  s'agit,  c'est- 
à-dire,  le  lieu  de  toutes  les  développées  de  la  courbe,  sera  une  surface 
développable. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  l'équation  (4o)  coïncide  avec  l'é- 
quation (2-) ,  de  laquelle  on  la  déduit,  en  substituant  aux  différentielles 
Jx,  dy ,  âi  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (37),  savoir, 

<p\s]ds,        X{s]d5 ,        Ws)ds. 

et  supprimant  ensuite  le  facteur  ds  commun  à  tous  les  termes. 

Nous  observerons  en  outre  que ,  dans  le  cas  où  la  variable  s  cesse 
d'être  indépendante  ,  il  suffit  ,  pour  obtenir  la  seconde  des  équations 
(ji),  de  différencier  la  première,  puis  d'avoir  égard  à  celle-ci  et  aux 
formules  (29).  On  peut  en  conclure  que  l'équation,  en  ^,  r  et  (^,  pro- 
duite par  l'élimination  de  s  entre  les  formules  (3  i) ,  représentera,  dans 
tous  les  cas  possibles,  la  surface  qui  sera  le  lieu  géométrique  des  déve- 
loppées de  la  courbe  donnée.  Enfin,  comme  les  formules  (31)  se  con- 
fondent avec  les  deux  premières  des- formules  (11),  on  pourra  encore 
affirmer  que  cette  surface  passe  par  la  nouvelle  courbe  qui  est  le  lieu 
géométrique  des  centres  de  courbure  de  la  proposée. 
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II  serait  facile  de  prouver  directement,  et  sans  recourir  au  calcul  ; 
que  la  surface  développable  qui  touche  constamment  le  plan  normal  à 
une  courbe  quelconque,  est  en  même  temps  le  lieu  des  développées  de 
cette  courbe.  C'est,  en  effet,  ce  que  l'on  peut  démontrer  à  l'aide  des 
considérations  suivantes. 

Si  l'on  fait  rouler  sur  une  surface  développable  le  plan  tangent  à 
cette  surface,  avec  plusieurs  droites  menées  par  un  point  pris  à  volonté 
dans  ce  plan,  chaque  droite  tracera  évidemment  sur  la  surface  une  dé- 
veloppée de  cette  courbe.  Donc  la  surface  développable  sera  le  lieu 
de  toutes  les  développées;  et  le  plan  tangent,  qui  passera  par  les  tan- 
gentes aux  développées,  ou,  en  d'autres  termes,  par  plusieurs  droites 
normales  à  la  courbe  décrite  [voyez  la  page  3  i  2]  ,  se  confondra  néces- 
sairement avec  le  plan  normal  à  cette  courbe.  Si  maintenant  on  veut 
que  la  courbe  décrite  se  réduise  à  une  courbe  donnée,  il  suffira  de  faire 
coïncider  la  surface  développable  avec  celle  qui  est  constamment 
touchée  par  le  plan  normal  à  la  courbe  proposée  ,  et  de  choisir  conve- 
nablement le  point  mobile.  S'il  restait  quelques  doutes  à  cet  égard,  on 
les  éclaircirait  à  l'aide  des  principes  que  nous  établirons  dans  les  leçons 
de  la  seconde  année. 

Pour  montrer  une  application  des  formules  qui  précèdent,  considé- 
rons l'hélice  représentée  par  les  équations  (38)  de  la  13.'  leçon,  savoir, 

(4i)  x=Rcosp,     y  =  Rsinp,      z=zûRp. 

Si  l'on  prend  pour  variable  indépendante  l'arc  s,  ou,  ce  qui  revient  aa 
même,  l'angle />,  on  aura 

r      dx-=z  —  Rsinpdp  ,         dy  z=i  Rcospdp ,  dz=:  nRdp , 

(42))     d\xz=~Rcospdp\     d'y=—Rs'mpdp\        d''Z=:o  , 

(     dKx  =:  R  s'in  p  d  p\  d^yz=— Rcospdp^  ,     d^i=:o. 

On  trouvera  de  plus  [voyez  '^  '7-'  leçon] 
{4))  ds—zt.{i-^-^'yRdp. 
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(44)  j>  =  {i-\-a^)R. 

Cela  posé  ,  les  formules  (5)  donneront 

(45)  ^=^  —  a^ Rcosp  ,    ni=:—a-Rsïnp,    t!i,^=.aRp. 

Si  l'on  élimine  p  entre  ces  dernières  ,  on  obtiendra  entre  les  coordon- 
nées ^,  r,  ^  deux  équations  propres  à  représenter  la  ligne  des  centres 
de  courbure.  Or,  comme  on  tire  des  formules  (45) 

(46)  -^=tang-^,         f-hr^  =  ^^/?^ 

il  est  clair  que  cette  ligne  sera  une  seconde  hélice,  comprise,  ainsi  que 
la  première  ,  dans  la  surface  hélicoïde  qui  a  pour  équation 

m  ■     -f^tang^, 

et  tracée  sur  un  cylindre  droit  qui  a  pour  base,  dans  le  plan  des  x,  y, 
un  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  un  rayon  égal  au  pro- 
duit a' R.  Nous  pouvions  aisément  prévoir  ce  résultat,  puisque  nous 
savons  que,  pour  obtenir  le  centre  de  courbure  correspondant  à  un 
point  [x ,  y ,  z)  ^^  l'hélice  donnée,  il  suffit  \_voyci  la  ly.'  leçon]  de 
porter  sur  la  génératrice  de  la  surface  hélicoïde,  à  partir  du  point  (v,  ^,  2)» 
la  longueur  f=z[i-i-û^)R,  et  par  conséquent,  à  partir  de  l'axe  du 
cylindre,  la  longueur  f — Rr^a'-R. 

Quant  aux  formules  (30),  (31)  et  (32),  elles  se  réduiront,  dans  le 
cas  présent,  la  première  à 

(48)       ^'—n'  —  2.R{^cosp-\-TSinp)-hR'-h{^-aRpY  =  f\ 

les  deux  suivantes  à 

(  ^sinp —  rcosp  —  a{^  —  aRp), 

^^^^  ç  _^      •        —        xz? 

(  Ç  cosp  -;i-  tismp  ■=.-'  a^  R , 

et  la  dernière  à 
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(50)         (^cos/jH-r  sin/7—  R)dz~\-  [mcosp  —  ^s\wp)tdp  r=  o. 

De  plus,  l'équation  {■^^)  donnera 

\')^l  dp'     ~^     i-t-a-     ^    (i-+-a^)'       /î'     ' 

et  l'on  en  conclura 

^  «:  _i_  at^  r  I  I    T  » 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(53)  -TÏÏT^^^- 


J 


/(i-t-û')        ^  r  /? 


L^ — 7—\ 


Il  est  facile  de  s'assurer  que  les  coordonne'es  du  centre  de  courbure  ," 
c'est-à-dire,  les  valeurs  de  ^,  n,  ^  fournies  par  les  équations  (45) ,  véri- 
fient les  formules  [^C)).  Si  d'ailleurs  on  ajoute  ces  formules ,  après  avoir 
élevé  au  carré  les  deux  membres  de  chacune  d'elles ,  on  trouvera 

(54)  l'-^r.'—a'^R'-'^a^i^  —  aRpY, 

et  par  conséquent 

(55)  p^-VR--^\ri^^ — M  ' 

puis,  en  substituant  la  valeur  précédente  de  p  dans  ia  seconde  des  for- 
mules (4q)  ■  on  obtiendra  l'équation 


(5^) 


±^,cos-^-asin-^)sin(il^-.)% 


Cette  dernière  équation  ,  étant  celle  qui  résulte  de  l'élimination  de  p 
entre  les  formules  (39).  représente  la  surface  développable  qui  touche 
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constamment  le  plan  normal  à  l'hdlice  proposée,  et  qui  est  le  lieu  géo- 
métrique des  développées  de  cette  courbe.  Ajoutons  que ,  pour  obtenir 
les  deux  équations  d'une  de  ces  développées,  il  suffira  de  joindre  à  la  for- 
mule (56)  celle  que  produit  l'élimination  de  p  entre  les  équations  (48) 
et  (55),  après  qu'on  a  substitué  dans  l'équation  (48)  une  des  valeurs  de 
r  qui  vérifient  la  formule  (53).  On  peut  d'ailleurs,  dans  la  recherche 
dont  il  est  ici  question,  remplacer  la  formule  (48)  par  la  suivante  , 

(57)  (il±Jll-f-/?^)(,-H.,0=^% 

à  laquelle  on  parvient  en  combinant  la  formule  (48)  avec  l'équation 
(54).  Q^Liant  à  l'équation  (53),  on  pourra  la  présenter  sous  la  forme 

et  l'on  en  conclura,  en  raisonnant  comme  à  la  page  \o6 , 

Donc  la  différence  finie  de  l'expression 

a                   ,                      /?(n-rt') 
"  ±  arc  cos ■ 


s'évanouira  ;  ou ,  en  d'autres  termes ,  cette  expression  conservera  une 
valeur  constante,  tandis  qu'on  fera  varier  l'angle/?.  On  aura  donc  ,  en 
désignant  par  C  une  constante  arbitraire , 

-77 rr-  p  ±:  arc  cos C  , 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(60)  zrrr  ; —  • 

Cela  posé,  la  formule  (57)  donnera 

Ltçons  Je  M.  Cuuchy,  i."  Année.  S  S 


2  2  2 

(6,) 
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H-v)»=:^'/? 


-'[^-7?!?] 


I 


Si,  dans  cette  dernière,  on  substitue  la  valeur  de  p  tirée  de  i'équation 
(54) .  on  trouvera 

La  formule  (62),  réunie  à  l'cquaîion  (56),  détermine,  pour  chaque  valeur 
parlicuiière  de  la  constante  C ,  une  développée  de  i'iiélice  que  l'on  con- 
sidère. 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  remarquer  que  la  plus  petite  des  valeurs  de 
r  fournies  par  l'équation  [60)  est  toujours  égale  au  produit  (i  -\-a-)R  , 
c'est-à-dire,  au  rayon  de  courbure,  et  correspond  à  une  infinité  de 
valeurs  diverses  de  l'angle/;,  dont  l'une  est  équivalente  au  rapport 

• ■ —  • 

a 

Si,  pour  abréger,  on  désigne  par  P  ce  même  rapport,  ou,  en  d'autres 
termes  ,  si  l'on  pose 

les  équations  [60)  et  [6\)  deviendront  respectivement 

[H)  ,^_^_-^«') 


cos 


aip-P)       ' 


/ 


i+d' 


et 

(^5) 


-}-îl'=Z<2--/?' 


cos 


Enfin,  si  l'on  combine  l'équation  (^5)  avec  l'équation  (54) .  on  trouvera 
[66)  ^-.;/?;,==:±:(xH-.0^/?tang-^^. 
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On  pourrait  remplacer  les  formules  (56)  et  {61)  par  le  système  des 
formules  (49)  et  (66).  Si  de  ces  dernières  on  tire  les  valeurs  de  ^,  m  et 
C,  exprimées  en  fonction  de  p,  on  obtiendra  trois  équations  comprises 
dans  la  formule 

(67) i-m -z=.- i-  =  ±:(i-+-^;') '/?  tang-r"^ — ,.•> 

qui  peut,   elle  seule,  représenter  chacune  des  développées  de  l'hélice. 
Il  résulte  évidemment  de  l'équation  (67)  que  les  coordonnées  ^,  1,  ^ 

de  chaque  développée  deviennent  infinies  ,  toutes  les  fois  que  l'angle  p 
obtient  une  valeur  de  la  forme 


/i+j' 


(68)  p  =  P±i{in-+-x)^ 

H  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  De  plus  ,  tandis  que  l'angle 
p  converge  vers  l'une  de  ces  valeurs,  le  point  (^,  r,  ^)  ne  cesse  pas 
d'être  situé  sur  la  surface  développable  représentée  par  l'équation  (56)., 
et  s'approche  indéfiniment  de  celle  des  génératrices  de  la  même  surface 
à  laquelle  appartiennent  les  équations  (4p) ,  quand  on  attribue  à  ;?  la 
valeur  dont  il  s'agit.  Donc  chaque  développée  sera  composée  d'une  infi- 
nité de  branches  qui  s'étendront  à  l'infini,  et  dont  chacune  aura  pour 
asymptotes  deux  génératrices  de  la  surface  (56). 

Observons  encore  que,  si  l'on  nomme  Si  ei  éP  les  coordonnées  po- 
laires de  l'une  de  ces  développées  projetée  sur  le  plan  des  x ,  y ,  on  aura 

(6p)  l  —  éUzo'iéP,       y  — Si  s'méP, 

et  qu'en  conséquence  les  formules  (49).  réunies  à  l'équation  {66),  don- 


neront 


.^sin(;,-c^)  =  di^(i-H^^)'/?tang-li^ 


Sicos{p  —  S')^-~a-R 
Le  système  des  équations  [66)  et  (70)  peut  être  employé  avec  avantage 
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dans  la  recherche  des  propriétés   des  développées   de    l'hélice.    Si  l'on 
pose,  pour  plus  de  simplicité,  P=^o,  ces  équations  se  réduiront  à 


ap 


/(l-+-<3-)      ' 


(7O         {       M  s\n  {p-P)=z±:  a  [i-i-a^yRtang-^j^ 
éflcos[p-P)=z  —  a'  R  , 

et  représenteront  celle  des  développées  sur  laquelle  est  situé  le  centre 
de  courbure  correspondant  au  point  de  l'hélice  qui  coïncide  avec  l'ori- 
gine. Ajoutons  que,  pour  revenir  des  formules  (71)  aux  formules  [66] 
et  (70) ,  il  suffit  évidemment  de  remplacer  les  quantités 

P,      i".      ^i      ^ 

par  les  différences 

p  —  P,      éP-P,      Z^^-ciRP. 

Or,  la  substitution  de  l'angle/» — P  à  l'angle  p  ,  et  de  l'ordonnée 
"C^  —  aRP  à  l'ordonnée  ^,  est  précisément  celle  qu'il  convient  d'effec- 
tuer pour  que  la  courbe  à  laquelle  appartiennent  les  trois  coordonnées 
S^,  SI  et  ^  se  déplace  dans  l'espace  de  telle  sorte  que  chaque  point 
décrive  d'abord,  en  tournant  autour  de  l'axe  des  i,  avec  un  mouvement 
de  rotation  direct ,  si  P  est  positif,  l'angle  ■+-  P,  ou  avec  un  mouvement  de 
rotation  rétrograde,  si  P  est  négatif,  l'angle  —  P,  et  parcoure  ensuite,  en 
glissant  sur  une  parallèle  à  cet  axe,  la  longueur  ûR P  dans  le  sens  des  i 
positives,  ou  la  longueur  — ii  R  P  dans  le  sens  des  z  négatives.  Donc 
le  développement  dont  il  s'agit  suffit  pour  transformer  la  développée 
que  représentent  les  formules  (71)  dans  l'une  quelconque  des  autres 
développées  de  l'hélice.  Doijc  toutes  ces  développées  sont  des  courbes 
semblables  entre  elles  et  superposables.  Ajoutons  que,  si  l'on  attribue 
à  P  l'une  des  valeurs  comprises  dans  la  formule 


(7z)  Pzr:±(..-h,)-^-l 


/(>• 


DU  CALCUL  INFINITESIMAL.  ^25 

ce  seront  les  diverses  branches  Je  la  première  développée  qui  se  trou- 
veront, en  vertu  du  déplacement  dont  nous  avons  parlé,  superposées 
les  unes  aux  autres.  Donc  toutes  les  branches  d'une  même  développée 
sont  semblables  entre  elles.  Ces  propriétés  remarquables  des  développées 
de  l'hélice  tiennent  à  la  forme  régulière  de  cette  courbe,  que  l'on  peut 
superposera  elle-mcme,  en  lui  imprimant  tout  à-ia-fois  un  double 
mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe  des  i  et  Je  translation  parallè- 
lement à  cet  axe. 

On  dit  que  deux  courbes  à  double  courbure  sont  osculatrices  l'une 
de  l'autre,  en  un  point  qui  leur  est  commun,  lorsqu'elles  ont  en  ce 
point,  non-seulement  la  mcme  tangente  ,  mais  encore  le  même  cercle 
osculateur,  et  par  conséquent  le  même  plan  osculateur ,  la  même  nor- 
male principale  et  la  même  courbure.  Alors  le  contact  qui  existe  entre 
les  deux  courbes  prend  le  nom  à'osculation.  Cela  posé,  on  établira 
facilement  la  proposition  suivante. 

I  .*''  Théorème  *,  Concevons  que  deux  courhes  à  double  courbure  soient 
repre'sentées  par  deux  équations  entre  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  1 , 
et  que  l'on  prenne  l'abscisse  x  pour  variable  indépendante.  Pour  que  les  deux 
courbes  soient  osculatrices  l'une  de  l'autre  en  un  point  commun  correspondant 
a  l'abscisse  x ,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  les  ordonnées  y ,  1  relatives 
h  cette  abscisse  et  leurs  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre ,  c'est-à-dire  , 

*  Ce  théorème,   qui  subsiste   généralement  lorsque   les   quantités  y,  y  ^  y"  ^  ^^  7'^   ^"^ 

conservent,  pour  ie  point  commun  aux  deux  courbes,  des  valeurs  finies,  et  fournissent  une 

valeur  déterminée  du  rayon   de  courbure  f ,  est    sujet  à  quelques  exceptions.   II  pourrait 

cesser  d'être  vrai,  si  les  mêmes  quantités,  ou  quelques-unes  d'entre  elles,  devenaient  infinies. 

Alors  les  valeurs  de  %-x ,  m-//  données  par  les  équations  (10),  et  le  rayon  de  courbure  _p, 

co 
pourraient  se  présenter ,  pour  l'une  et  l'autre  courbe  ,  sous  la  forme  — ,    et  varier  néanmoins' 

dans  le  passage  de  la  prer.'.ière  courbe  à  la  seconde.  Au  reste  ,  la  remarque  que  nous 
faisons  ici  est  applicable,  non-seulement  aux  courbes  à  double  courbure,  mais  encore  aux 
courbes  planes,  et  par  conséquent  au  i.^'  théorème  de  la  S."^  leçon.  Effectivement,  ce 
théorème  serait  en  défaut,  si  les  courbes  proposées  se  réduisaient  aux  courbes  (50}  de  la 
page  143. 
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/t'j-  six  quantités 

,    s  )  dy  I,  d'y    .  ,  di  „  d' i 

conservent ,  dans  le  passage  d'une  courhe  à  l'autre ,  les  mêmes  valeurs  numé- 
riques et  les  mêmes  signes.  *  « 

Démonstration.  En  efTet ,  si  ces  conditions  sont  remplies ,  les  deux 
courbes  auront  évidemment  un  point  cominun  correspondant  à  l'ab- 
scisse X.  De  phis ,  on  conclura  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  [lé.'  leçon, 
page  282]  qu'elles  ont  la  même  tangente,  et  des  formules  (lo),  qu'elles 
ont  le  même  centre  de  courbure.  Donc,  par  suite  ,  elles  auront  encore  le 
même  cercle  osculateur.  Réciproquement ,  si  les  deux  courbes  sont  oscu- 
latrices  l'une  de  l'autre  au  point  dont  l'abscisse  est  x,  non -seulement 

les  quantités 

' dy  , di 

y  </Ar'  ^    dx 

devront  rester  les  mêmes  dans  le  passage  d'une  courbe  à  l'autre  ,  mais 
on  pourra  encore  en  dire  autant  du  rayon  de  courbure  j> ,  ainsi  que 
des  coordonnées  ^,  n,  (^  du  centre  de  courbure,  et  par  conséquent 
des  quantités  /,  •{ ,  dont  les  valeurs  ,  déterminées  par  le  moyen  des 
équations  (lo),  se  réduisent  à 


(73) 


y  — 

K  — 

-y  ■ 

-/($- 
/' 

-*) 

•(> 

:+/^ 

'  +  2' 

'). 

i  — 

K- 

-i- 

0^ 

-^) 

(I 

-h/' 

'■-^z 

')' 

Corollaire.  H  suit  du  théorème  i ."  que ,  dans  le  cas  où  deux  courbes 
à  double  courbure  sont  osculatrices  l'une  de  l'autre  ,  on  peut  en  dire 
autant  de  leurs  projections  sur  chacun  des  plans  coordonnés  ,  et  même 
de  leurs  projections  sur  un  plan  quelconque,  puisque  l'on  peut  faire 
coïncider  le  plan  des  x,y,  par  exemple,  avec  un  pian  quelconque 
choisi  arbitrairement  dans  l'espace. 

Le  théorème  i.*""    étant  démontré,    on   en   déduira   sans   peine,   en 
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raisonnant  comme  dans   la   8.*   leçon  [pages    117   et   118]  une  autre 
proposition  que  ion  peut  énoncer  comme  il  suit. 

2."^  Théorème.  Deux  courues  h  àouhJe  courbure  étant  représentées  par 
deux  équations  entre  les  coordonnées  x ,  y ,  1,  pour  savoir  si  ces  deux  courbes 
sont  oscuJatrices  l'une  de  l'autre  en  un  point  donné ,  il  suffira  de  prendre  pour 
variable  indépendante  ou  une  fonction  déterminée  des  variables  x ,  y ,  Z>  ^'^ 
lare  s  compté  sur  chaque  courbe  à  partir  d'un  point  fse ,  et  d'examiner  si, 
pour  le  point  donné ,  les  mêmes  valeurs  de 

X  ,  y  ,    i,    dx  ,  dy  ,  di ,    d-  X  ,  d'-y ,  d'- 1 

peuvent  être  tirées  des  équations  des  deux  courbes. 

II  est  bon  d'observer  que,  dans  le  cas  où  Ton  prend  l'arc  s  pour 
variable  indépendante,  le  2.*^  théorème  se  déduit  immédiatement  des 
formules  (_5)  et  {6)  de  la  16."  leçon  réunies  à  la  formule  (2S)  de  la 
17/  leçon  et  aux  formules  (5)  de  la  page  308. 

Si ,  dans  le  théorème  i  ou  2  ,  on  suppose  la  seconde  courbe  rédui*'? 
au  cercle  suivant  lequel  se  coupent  une  sphère  et  un  plan  représentés 
par  deux  équations  de  la  forme 

(.Y  —  ^)  cosLh-(;'  —  MJcosyWn-  (2  —  (^  )  cos  yV  rrr  o  , 

les  conditions  propres  à  exprimer  que  le  point  {■"<,  y,  z)  ^st  un  point 
d'osculation  suffiront  pour  déterminer  le  rayon  du  cercle  et  les  coor- 
données du  centre,  c'est-à-dire,  les  quatre  inconnues  ^,  n ,  (1^  et  f , 
avec  deux  des  trois  angles  L,  M ,  N ,  qui  d'ailleurs  sont  liés  ejUre  eux 
par  i'équation 

(75)  cos*  L  4-  cos*  M  -H.  Gos'  N  =:  i. 

En  effet,  si  l'on  prend  x  pour  variable  indépendante,  les  valeurs  de 
y,  y,  y",  z-  Z>  Z  ^'l'^^^s  des  équations  finies  de  la  première  courbe  et  de 
ses  équations  dérivées  devront  satisfaire,   en  vertu   du  théorème  i."". 


ili) 
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aux  équations  finies  du  cercle  et  à  leurs  dérivées  du  premier  et  du 
second  ordre,  c'est-à-dire  ,  aux  six  formules 

(76)  x  —  ^~i-{y  —  r)y^{z  —  Oz=o, 

{      [x  —  Ê)  cosZ.  ■+-  {y  —  r)cosM-+~  [z  —  ^)cos//r=  o  , 
(•77)      <        cos  L  H- /' cos  Af -H  2' cos  TVcz:  o  , 
(      y"  cos  A^  -+-  z   cos  A^  =:  o. 

Lorsque  de  ces  dernières  formules,  jointes  à  l'équation  (75),  on  déduit 
les  valeurs  des  inconnues  L,  M,  N ,  Ç,  r,  C,  et  f,  on  retrouve,  comme 
on  devait  s'y  attendre,  les  équations  (ij)  et  (2^)  de  la  17/  leçon,  et 
les  équations  (10)  de  la  page  30c). 

Si  l'on  cessait  de  prendre  x  pour  variable  indépendante,  alors  les 
équations  finies  du  cercle  et  ses  équations  différentielles  du  premier  et 
du  second  ordre  pourraient  être  présentées  sous  les  formes 

(^-^)*  4-  [y—^Y  -t-  iz—Q'  —  f  , 

(78)      {        {x  —  l)c{x^{y~i,)cIy-+^{Z  —  O^Z  =  o, 

{x—^)^\x--h{y  —  r,)jy-i-{z—0'^'z  =  -^s\ 

{x  —  ^)cosL  -f-  (_>»  —  r)  cos  M  -+-  {z  —  4)cosA^  =:  o; 
(75))     l         cos  L  dx  -+-  cos  M  dy  -\-  cos  N  dz'=-  o  , 
cosLd''x -{-'  cosA<fdy  -+-  cos Nd'z::^  o  , 

et  devraient  être  vérifiées  par  les  valeurs  de  x,y,  z-  ^^ .  dy ,  dz,  d^ x , 
d-y ,  d'z  tirées  des  équations  de  la  première  courbe.  Il  importe  d'obser- 
ver que  les  équations  (7^)  coïncident  avec  les  formules  (4)  et  (i^)  de 
la  17.'  leçon,  et  les  équations  (78)  avec  les  formules  (i  i)  de  la  pagejocj. 
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DIX-NEUVIÈME  LEÇON. 

Rayons  de  courbure  des  Sections  faites  dans  une  Surface  yar  des  Plans 
normaux.   Rayons  de  courbure  principaux.    Des  Sections  dont  les 
Courbures   sont    nulles ,   dans    le   cas  oii  les   Rayons  de   courbure 
principaux  sont  dirigés  en  sens  contraires. 


Considérons  une  surface  courbe  représentée  par  l'équation 

(i)  u  zzn   o  , 

dans  laquelle  u  désigne  une  fonction  des  coordonnées  rectangulaires 
X ,  y,  1.'  Si,  par  un  point  (x  ,  y,  i)  donné  sur  cette  surface  ,  on  fait 
passer  un  pian  normal,  ce  plan  coupera  la  surface  suivant  une  certaine 
courbe  que  nous  nommerons  section  normale.  Soient  f  le  rayon  de  cour- 
bure de  cette  courbe  relatif  au  point  {x,  7»  :^).  et  ^,  n  ,  (^  les  coordonnées 
du  centre  de  courbure  correspondant.   On  aura 

et,  comme  le  centre  de  courbure  se  trouvera  évidemment  situé  sur  la 
normale  menée  par  le  point  (x,)',  i)  à  la  surface  proposée,  les  coor- 
données ^,  n,  (^  vérifieront  nécessairement  les  équations  de  la  normale 
ou  la  formule  (i  i)  de  la  i4-^  leçon  ;  de  sorte  qu'on  aura  encore 

(2)  ^-^    /-"    — -    l-  ^ 

w^j     \7y)     \d^)  ' 

Observons  maintenant  que  l'équation  (2) ,  dans  le  cas  où  l'on  y  consi- 
dère A-,  y,  i  comme  seules  variables,  est  l'une  des  équations  du  cercle 

Levons  de  Al.  Cauchy.   i  ."^  Aanée.  7"  f 
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oscLiIateur  de  la  section  normale  que  l'on  considère,  et  qu'en  vertu  des 
principes  établis  dans  la  17/  leçon  la  différentielle  du  second  ordre  de 
cette  même  équation,  savoir, 

devra  être  vérifiée  par  les  valeurs  de  a-,  y,  1,  dx ,  dy ,  di,  d^x ,  d^y ,  d'i 
tirées  des  équations  de  la  section  normale. 

Si ,  pour  plus  de  commodité,  on  désigne  par  s  l'arc  de  cette  courbe, 
les  coordonnées  x,  y,  1  de  la  même  courbe  se  trouveront  liées  à  l'arc  s 
par  l'équation  différentielle 

(5)  dx'  -^dy"-  -\-  dt  z=.ds'  , 

en  vertu  de  laquelle  la  formule  (4)  pourra  être  réduite  à 

On  tirera  d'ailleurs  de  la  formule  (1)  différenciée  deux  fois  de  suite 

/    \  du,,  du,,  du,, 

(7)  —^'■'-^-jy^'y-^-ji^-i 

d'u  j  d'^u    ,  ,       d'-ti    j  2  d^u      ,      ,  d'il     ,     j  d'u     ,     j 

^i^^'^-^di^'^y^jT^'^^^'-iyd^'^y'^^-^'-d^A^'-^^Tn}'^^'^^ 

puis,  en  posant,  pour  abréger, 

d'il  dx'       d'il  dy''       d'il  d-^'  d'u    dy  d?  d'u    d?  dx  d'u    dx  dy 

1 -jL 1 _±_  _^_  2 — -{-  Z ■  —  —  -+-  i -t-  > 

dx'  ds'       dy'  ds'       d^'  ds^  dyd^  ds  ds  d-^dx  ds  ds  dxdy  ds  ds 

on  réduira  l'équation  (7)  à  la  suivante  , 

/    \  du,  du,,  du,,  >r^    1    , 

(9)  .-^J-.v-H— ^V-+-^^'Z  =  ~<2^-^^ 

Si  l'on  fait  en  outre,  comme  dans  la  i4-^  leçon, 
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on  conclura  sans  peine  de  la  formule  (3)  combinée  avec  les  équations 
(2).  (5),  (p)  et  (10). 


du      ,,  du      j  "^  "      7i 


dx  dy        "^  di 


Oii  aura  donc 


■  —  R  (J 


m  (^)  (^)  ■ 

et  par  suite 

II  est  essentiel  d'observer  que,  dans  les  formules  (i  i)  et  (12),  R  repré- 
sente une  fonction  connue  des  coordonnées  x ,  y ,  Z-  Quant  à  la  quan- 
tité Q,  dont  la  valeur  est  déterminée  par  l'équation  (8)  ,  elle  peut  être 
exprimée  en  fonction  des  coordonnées  x,  y,  i,  et  des  angles  que  forme 
avec  les  demi -axes  des  coordonnées  positives  la  tangente  menée  par 
le  point  [x .  y ,  i)  à  la  section  normale  que  l'on  considère.  En  effet, 
si  l'on  nomme  et,  /3,  y  ces  mêmes  angles,  on  aura  [voyei  la  16.^  leçon] 

/      \  '/  '  n  'f  y  ^i 

(i?  cosctr=  — — 5    cos  p  =z:   —r~i   cosyr^--^ — ' 

^     -"  d  s  '^  d  s  ds 

ou   bien 

f    /\                              ^-^            n             '^  y           ^              '^  y  • 
(li)        -cos  et  r=—  —. —  >  cosp=:—  —f—-)  cosyrr: 7—' 

^    ^'  d  s  d  s  as 

et  ,  dans  l'un  ou  l'autre  cas ,  on  tirera  de  l'équation  (8) 

,Q  r= -^  cos^  ^ -I-  4lii- cos^ /3 -H  4^  cos»  y 
^  dx-  dy-  ^  di' 

1 5  )      ( 

H-2 -r-T  cos /3  cosy-l-i -7— r  cosy  cos  et -h -2.  TTX  ^^^'^ '^°^^^* 

dy  d^  aiax  axay 
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Or  j{  est  clair  que  le  second  membre  de  cette  dernière  équation  se 
réduit  à  une  fonction  connue  des  variables  x,y,  i,  et-,  /3,  y.  Cela  posé,, 
si  l'on  donne,  avec  le  point  {x,y,  i),  la  tangente  menée  par  ce.  point 
à  une  section- .normale  faite  dans  la  surface  proposée,  il  suffira  évidem- 
ment de  recourir  à  la  formule  (12)  pour  déterminer  le  rayon  de  courbiir'e 
/  de  cette  section  normale  ,  et  à  la  formule  (11)  pour  déterminer  avec* 
le  rayon  f  les  coordonnées  |,  >i,  {^  du  centre  de  courbure. 

Lorsqu'on  passe  d'une  section  normale  à  une  autre,  sans  déplacer  le 
point  {x ,  y ,  2),  les  angles  et,  /3,  y  changent  de  valeurs,  et  la  même 
chose  a  lieu  ,  du  moins  en  général  ,  pour  la  quantité  Q  et  pour  les 
vai-iables  qui  en  dépendent,  savoir,  ^,  >i,  ^  et/.  S'il  arrive  que  dans 
ce  passage  la  quantité  Q  change  de  signe  ,  alors  le  rayon  de  courbure 
de  l'une  des  sections  normales  sera  déterminée  par  l'équation 

et  celui  de  l'autre  par  l'équation 

(■7)      ■         T=-4- 

Car,  les  quantités/  et  R  étant  essentiellement  positives,  on  doit  néces- 
sairement réduire  le  double  signe  dz  qui  affecte  le  second  membre  de 
la  formule  (12),  au  signe  h-  ,  dans  le  cas  où  Q  est  négatif,  et  au  signe 
— ,  dans  le  cas  contraire.  D'autre  part,  les  quantités 

du  du  du 

d  X  d  y  d  ^ 

étant  indépendantes  des  angles  ot-,  /S,  y,  on  peut  affirmer  que,  si,  dans 
le  passage  de  la  première  section  à  la  seconde ,  la  quantité  <2  change 
de  signe,  les  différences 

en  changeront  pareillement.  Doncles  centres  de  courbure  des  deux  sec- 
tions se  trouveront  situés,  à  l'égard  du  point  [x,y,  i) ,  l'un  d'un  côté. 
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l'autre  Je  l'aune ,  sur  ia  normale  menée  par  ce  point  à  lu  surface  donnée  ; 
de  sorte  que  les  rayons  de  courbure  des  deux  sections  seront  dirigés  en 
sens  contraires. 

Les  rayons  de  courbure  des  diverses  sections  normales  qui  passent 
par  un  même  point  (.v.  _>',  i) ,  ont  entre  eux  des  relations  qui  méritent 
d'être  remarquées.  Pour  découvrir  ces  relations ,  il  faut  d'abord  chercher 
ia  loi  suivant  laquelle  le  rayon  de  courbure  f,  déterminé  par  la  formule 
(12),  varie  avec  les  angles  cl,  I3 ,  y,  qui  sont  renfermés  dans  la  valeur 
de  Q.  On  peut  rendre  cette  loi  fort  évidente  à  l'aide  d'une  construction 
géométrique  qui  consiste  à  porter  sur  la  tangente  à  chaque  section  nor- 
male,  à  partir  du  point  {x,y>  z)  >  ^^  ^^^  deux  côtés  de  ce  point,  deux 
longueurs  égales  au  rayon  de  courbure  correspondant,  ou  à  une  puis- 
sance positive  de  ce  rayon.  La  courbe  qui  passera  par  les  extrémités  des 
longueurs  ainsi  portées  sur  les  diverses  tangentes,  sera  évidemment  une 
courbe  plane,  comprise  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  proposée;  et, 
comme  le  rayon  mené  du  point  (a-,  _y,  1)  à  cette  courbe  croîtra  ou  dé- 
croîtra en  même  temps  que  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale 
tangente  au  rayon  vecteur  dont  il  s'agit ,  il  est  clair  que  la  nature  de  la 
courbe  sera  très-propre  à  faire  connaître  la  loi  suivant  laquelle  variera  ce 
rayon  de  courbure. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  que  la  longueur  portée  sur 
chaque  tangente  est  égale  à  la  racine  carrée  du  rayon  de  courbure 
correspondant  ,  la  courbe  dont  nous  venons  de  parler  se  réduit  à  une 
ligne  du  second  degré.  Adoptons ,  en  effet ,  l'hypothèse  dont  il  est  ici 
question,  et  concevons  que  l'on  désigne  par  ^,  r,  (^  ,  non  plus  les 
coordonnées   du  centre  de  courbure  ,  mais  celles   de   l'extrémité  d'une 

longueur  égale  à  f^  portée  à  partir  du  point  (.v,  _;',  i)  sur  la  tangente 
qui  forme  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  les  angles  et , 
/3 ,  y.  On  trouvera ,  en  admettant  que  l'origine  des  coordonnées  con- 
serve sa  position  primitive  , 

i—x-=:f^  cosA,    r— /=/'cos/3,    ^  — i=zj>'  cos  y  , 
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et,  en  transportant  l'origine  au  point  [x,  y,  i) , 

t  i.  ' 

(i8)  ^zrzf'coscL,      r  =  f'cos(i,     ^=:f~'cosy. 

On  tire  d' ailleurs  de  ia  formule  (12) 

Qf  =±:  R, 
puis,  en  remettant  pour  Q  sa  valeur  donn^^e  par  l'cquation  (i  5), 

d^u  eP  u  ^         d*u  ) 

-7 COS*CtH — -. —  cos*pH — i—rcos   y  / 

a-  u  f^  d'^  u  d^  u  ^\ 

H  2  -j—r  cospcosy-t-2  -7—7-  cosycosot-t-i  ~r-r  cosct  cos/3  \ 

dy  dj^  d-^dx  dxdy  '     J 

Donc,  en  ayant  égard  aux  formules  (l  8),  on  trouvera  définitivement 

,-        \  d'- Il   y  d^  u      ,        d^u-Y,  d^  u      Y  d'-u    yy  d^  u    y  ,     „ 

20)       -r^Ç  -t-  -TT"  -*-"TT-C"-+-i  -J—r  Ï1C-+-2  -TT  Cç-t-^  — — ?n  =rh  R. 

^       '  dx'-  ^  dy*  a  ^  dy  d^  d^  dx  ^^         dx  dy  ^ 

Cette  dernière  équation,  dans  le  cas  où  l'on  y  considère  ^,  »)  et  C,  comme 
seules  variables,  représente  une  surface  du  second  degré  qui  renferme 
la  courbe  plane  ci -dessus  mentionnée.  On  peut  remarquer  que  cette 
surface  a  pour  centre  la  nouvelle  origine,  c'est-à-dire,  le  point  (^x,y,  2); 
et,  comme  le  plan  de  la  courbe  passe  aussi  par  le  même  point ,  on  est 
en  droit  de  conclure  que  la  courbe  dont  il  s'agit  se  réduit  à  une  ligne  du 
second  degré  qui  a  encore  pour  centre  le  point  (.v,  y,  2).  Pour  obtenir 
les  deux  équations  de  cette  ligne,  il  suffit  de  joindre  à  la  formule  (20) 
l'équation  qui  représente  le  plan  tangent  mené  à  la  surface  donnée  par 
le  point  (.V,  y,  2),  quand  on  transporte  en  ce  point  l'origine  des  coor- 
données ,  c'est-à-dire  ,  l'équation 

/i  ^     d  II  du  y  du 

que  l'on  déduit  de  la  formule  (2)  [  14-'  leçon],  en  remplaçant  ^,  *i,  C 
par  ç-f-AT,  51-+-;',  ^-+-Z-  On  pourrait  encore  établir  l'équation  (21), 
eii  observant  que  la  différentielle  de  l'équation  (i),  savoir. 
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,       V  du      ,  dit       j         ,        du      , 

(22)  _j,. -H— ^7-^—^2=0, 

se  réduit,  en  vertu  des  formules  (13)  ou  (i4)»  à 

/       V  du  d u  ^  d  tl 

[2?)  — ; — C05  fit. -I — r-cospH ; — •  cos  v  rr:  o  , 

■^  '  dx  dy  d^ 

et  en  éliminant  de  cette  dernière,  à  l'aide  des  formules  {18),  les  trois 
angles  et,  /3,  y.  Enfin,  si  l'on  appelle  A,  ^a,  v  les  angles  que  forme 
avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  la  normale  menée  par  le 
point  (.V,  j,  2)  à  la  surface  proposée,  on  aura 


/      ,x  cos  \     cos^  ^     cos  \     . 

^~^^  f du  \  fdu\  fdu\    ' 

\Tx)  \d})  [dlj 


et  par  suite  l'équation  (21)  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(25)  ^COSA  -+-  Yl  cos  jH  -+-  (^COSV   HT   G. 

Observons  maintenant  que  les  formules  (20)  et  (25)  sont  entièrement 
seanblables  aux  équations  (i)  et  (2)  de  la  15.^  leçon,  desquelles  on  les 
déduit  en  remplaçant  les  coordonnées  x,  y,  1  par  les  coordonnées  ^, 
>i ,  (^  ,  et  les  coefficiens 

A,    B,    C.    D,    E.    F.    K 
par  les  quantités 

d""  u  d'-  ti  d'  u  d^u  d^u  d^  u 


^  d  y^  d-^    ^     dyd:^        d-^dx        dxdy 


,    ±/?. 


Cda  posé,  on  conclura  des  principes  exposés  dans  la  15/  leçon  que  la 
ligne  représentée  par  le  système  des  équations  (20)  et  (25)  se  réduit 
en  général  à  une  ellipse  ou  au  système  de  deux  hyperboles  conjuguées; 
mais  que ,  dans  certains  cas  particuliers ,  elle  peut  se  transformer  en 
un  cercle,  ou  en  un  point  unique,  ou  en  un  système  de  droites  pa- 
rallèles, également  distantes  du  point  [x,  y,  z)^  ou  bien  encore  en  un 
système  de  deux  droites  menées  par  ce  même  point.  La  même  conclu- 
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sion  résulte  aussi  de  la  forme  que  prend  i'écjuation  (20),  iorsque  le  plan 
des  .V,  y  est  parallèle  au  plan  tangent  mené  par  le  point  {x, y,  i).  Alors, 
en  effet,  l'équation  (21)  ou  (25)  se  réduit  à 

(26)  (^  =  0, 

et ,  en  combinant  celle-ci  avec  la  formule  (20) ,  on  trouve  pour  l'équation 
de  la  ligne  ci-dessus  mentionnée 

Or  il  est  facile  de  s'assurer  que  l'équation  (27)  représentera  une  ellipse, 
si  la  différence 

\^°l  dx^       dy-  \dxdy) 

est  positive  ;  deux  hyperboles  conjuguées  ,  si  cette  différence  devient 
négative;  et  deux  droites  parallèles,  si  la  même  différence  se  réduit  à 
zéro.  Ajoutons  que  l'ellipse  se  transformera  en  un  cercle,  si  l'on  a 

d'^  u     d' u  d' Il     

■    i^9)  -77-  —  ~d^  '        'd^  —  °  ' 

et  que  la  condition 
(30)  R  =:  o  , 

si  elle  est  vérifiée,  réduira  l'ellipse  au  point  {x ,  y ,  i)  ,  ou  les  deux 
hyperboles  à  deux  droites  menées  par  ce  point.  Comme  on  peut  d'ail- 
leurs choisir  arbitrairement  le  plan  des  x,  y,  le  raisonnement  qu'on 
vient  de  faire  est  évidemment  applicable  à  tous  les  points  de  la  surface 
proposée. 

Pour  que  l'équation  (21)  se  réduise,  comme  on  vient  de  le  supposer, 
à  l'équation  (26),  il  faut  nécessairement  que  des  trois  quantités 

du  du  du 

les  deux  premières  s'évanouissent,  ou  que  ia  troisième  devienne  infinie. 
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Dans  le  premier  cas,  on  trouve 

(50  ^  «  =  ±^' 

et  l'cqualion  (27)  devient 

/       \  J' Il    y ,  d^  u    y,  d' u       ,  .du 


dx'  dxdv  ^  dy^  d-^ 

11  est  essentiel  d'observer  que,  pour  chaque  section  normale,  les  coor- 
données ^,  «  du  point  situe  à  l'extrémité  de  la  longueur  f^  vérifient 
toujours  une  seule  des  deux  équations 

/  \  d'  U      y^  d'  U      y,  d'  It  ,  T~. 

^■'■>'  dx^    ^        _         dxdy   ^  dy'- 

I     ,\  d^u    y,  d^  u    f  d- u       ,  „ 

^^^^  -d:r^-^^^^^^^^-dj^'>-  =  -^' 

qui  sont  comprises  l'une  et  l'autre  dans  la  formule  (27),  et  qui  corres- 
pondent la  première  à  l'équation  (16),  la  seconde  à  l'équation  (17). 
Donc,  si,  dans  le  passage  d'une  section  normale  à  une  autre,  le  premier 
membre  de  la  formule  (27)  change  de  signe,  il  faudra  substituer  les 
équations  (34)  et  (17)  aux  équations  (33)  et  {16),  ou  réciproquement; 
et  par  suite,  les  rayons  de  courbure  de  ces  deux  sections  normales  seront 
dirigés  en  sens  contraires.  Au  reste ,  cela  ne  peut  arriver  que  dans  le 
cas  où  la  différence  (28)  est  négative,  c'est-à-dire,  dans  le  cas  où  l'équa- 
tion (27)  représente  un  système  de  deux  hyperboles  conjuguées.  Alors 
le  plan  tangent  à  la  surface  donnée  divise  cette  surface  en  deux 
parties,  et  l'une  de  ces  parties  renferme  les  sections  normales  dont  le 
rayon  de  courbure  se  dirige  dans  un  sens,  tandis  que  l'autre  comprend 
les  sections  normales  dont  le  rayon^de  courbure  est  dirigé  en  sens  inverse. 
Au  contraire,  lorsque  l'équation  {27)  représente  une  ellipse,  cette  équa- 
tion se  réduit  ,  pour  toutes  les  sections  normales  ,  à  une  seule  des 
formules  (33),  {}4)-  Donc  alors  toutes  les  sections  normales  ont  leurs 
courbures  tournées  dans  le  même  sens,  ce  qui  suppose  que  la  surface 
courbe  est  située  tout  entière  d'un  même  côté  du  plan  tangent. 

Liions  de  M.  Cauchy.   i.'«  Année.  y  y 
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Comme  Je  rayon  de  courbure  f  d'une  section  normale  est  le  carré 
du  rayon  vecteur  >/'(^^-f-r-)  mené  du  point  {x,  y,  l)  à  la  ligne  (2.7). 
on  peut  affirmer  que  chacun  des  deux  plans  normaux  qui  passent  par 
les  deux  axes  de  cette  ligne  produit  une  section  normale  dont  le  rayon 
de  courbure  est  un  maximum  ou  un  miiiimiim.  Nous  nommerons  sections 
principales  et  rayons  de  courbure  principaux  les  deux  sections  normales  dont 
il  s'agit  et  leurs  rayons  de  courbure.  Cela  posé,  il  est  clair  que  les  plans 
des  sections  principales  se  couperont  toujours  à  angles  droits  ,  et  que 
les  rayons  de  courbure  principaux  seront  dirigés  dans  le  mcme  sens,  si 
la  ligne  (27)  est  une  ellipse,  mais  en  sens  contraires  ,  si  la  ligne  (27) 
se  transforme  en  un  système  de  deux  hyperboles  conjuguées.  Ajoutons 
que  ces  rayons  de  courbure  représenteront  ,  dans  le  premier  cas  ,  une 
valeur  minimum  et  une  valeur  maximum  de  la  variable  f  ,  et  dans  le 
second  cas  ,  deux  valeurs  minima  de  la  même  variable.  En  d'autres 
termes,  si  la  ligne  (27)  est  une  ellipse,  les  sections  principales  seront 
ies  sections  normales  de  plus  grande  et  Je  moindre  courbure.  Mais  si 
l'équation  (27)  appartient  à  deux  liyperboles  ,  les  sections  principales 
seront  l'une  et  l'autre  des  sections  normales  de  plus  grande  courbure; 
seulement,  leurs  courbures  seront  dirigées  en  sens  contraires.  Dans  la 
même  hypothèse  les  sections  normales  dont  les  plans  renfermeront 
ies  asymptotes  communes  aux  deux  hyperboles,  auront  évidemment  des 
courbures  nulles,  correspondantes  à  des  valeurs  infinies  de  f.  Donc  les 
plans  des  deux  sections  dont  les  courbures  s'évanouiront  ,  formeront 
des  angles  égaux  avec  les  plans  des  sections  principales. 

Lorsque,  la  différence  (28)  étant  positive,  les  conditions  (2^)  sont 
vérifiées  ,  l'ellipse  représentée  par  l'équation  (27)  se  change,  comme  on 
l'a  dit  ,  en  un  cercle.  Alors  ,  toutes  les  sections  normales  ayant  des 
courbures  égales  ,  on  peut  désigner  sous  le  nom  de  sections  principales 
deux  sections  normales  quelconques  dont  les  plans  se  coupent  à  angles 
droits. 

Lorsque  la  différence  (28)  est  nulle,  la  ligne  (27)  se  réduit  à  un  sys- 
tème de  droites  parallèles,  que  l'on  peut  considérer  comme  représentant 
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une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  devenu  infini.  Donc  alors  fes  sections 
principales  correspondent  à  une  valeur  minimum  et  à  une  valeur  infinie 
de  f,  en  sorte  que  l'une  de  ces  deux  sections  a  une  courbure  nulle. 

Si  la  quantité  R  s'évanouissait,  toutes  les  sections  normales  auraient 
des  rayons  de  courbure  nuls  ou  infinis. 

Il  existe  entre  les  rayons  de  courbure  principaux  et  les  rayons  de 
courbure  de  deux  sections  normales  dont  les  plans  se  coupent  à  angles 
droits,  une  relation  que  l'on  déduit  facilement  des  théorèmes  i  et  ^  de 
la  15.^  leçon.  En  effet,  si  l'on  remplace  les  courbes  dont  il  est  ques- 
tion dans  ce  théorème  par  la  ligne  (27),  les  carrés  des  rayons  vecteurs 
menés  à  ces  mêmes  courbes  se  changeront  en  rayons  de  courbure  de 
sections  normales  à  la  surface  donnée,  et  l'on  se  trouvera  immédiate- 
ment conduit  à  la  proposition  suivante. 

Théorème.  Si,  après  avoir  mené  par  un  point  [x,  y,  1)  d'une  sur- 
face courbe  deux  plans  rectangulaires  entre  eux  et  normaux  à  cette  surjace , 
on  divise  successivement  l'unité  par  chacun  des  rayons  de  courbure  des  deux 
lignes  d'intersection  ,  la  somme  des  quotiens  sera  une  quantité  constante , 
pourvu  que  dans  cette  somme  on  prenne  toujours  avec  le  signe  -\~  les  rayons 
vecteurs  dirigés  dans  un  certain  sens  à  partir  du  point  {x,y,  i) ,  et  avec  le 
signe  —  les  rayons  vecteurs  dirigés  en  sens  inverse.  Par  canséquent  la  somme 
dont  il  s'agit  sera  égale  ,  au  signe  près ,  à  la  somme  ou  à  la  différence  des 
rayons  de  courbure  principaux. 

On  peut  encore  trouver  facilement  la  relation  qui  existe  entre  le 
rayon  de  courbure  d'une  section  normale  quelconque  et  les  angles  for- 
més par  le  plan  de  cette  section  avec  les  plans  des  sections  principales. 
Pour  y  parvenir,  observons  d'abord  que,  dans  le  cas  où  le  plan  tangent 
a  la  surface  proposée  est  représenté  par  l'équation  (26),  et  devient 
parallèle  au  plan  des  x  ,y,  on  a  pour  la  tangente  à  chaque  section 
normale 

-'35)  cos7-:^o,  (3<5)  cos*  et -h  cos'/3  =  I. 

vv  * 
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Par  suite  on  tire  de  la  formule  (15) 

(3  7)         o  rrr  — 7— -  cos^  £tH- 2 -7— r-cosctcosp-i--7-T- cos*  p. 

La  valeur  précédente  de  Q  devient  encore  plus  simple,  quand  on  sup- 
pose les  plans  des  x ,  i  et  des  y,  1  parallèles  aux  plans  des  sections 
principales.  Alors,  en  effet,  l'équation  (27),  représentant  une  ligne  du 
second  degré  rapportée  à  ses  axes,  ne  peut  plus  renfermer  le  produit 
des  coordonnées  ^,  *),  et  doit  se  réduire  à 

On  a  en  conséquence 

Or,  en  vertu  de  cette  dernière  condition,  la  formule  (37)  devient 

.Comme  on  tire  d'ailleurs  de  la  formule  {^6) 
cos*  /S  ::=  I  —  cos*  a,  =  sin'  a, , 
il  en  résulte  que  l'équation  (4o)  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

(41)  (2  = -7^  cos*  et  H -^- sm*  et. 

a  X  a  y 

Cela  posé,  la  formule  (12)  donnera 

(4^)  -=:±-^L-^cos^c.H-^^sm^^J. 

Soient  maintenant  ^^ ,  ^,  les  rayons  de  courbure  principaux.  Comme, 
pour  obtenir  ces  deux  rayons,  il  suffira  de  poser  successivement,  dans 
la  formule  (42),  et  ==  o  ,  a,  =  -—,  on  trouvera 


2 
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I  ,  I         <y'  //  I  _,  I         d^  u     , 


et  par  suite  l'équation  (42.)  deviendra 

(44)  —  z:r  zt  —  cos"  ou  rir  sin'  oc. 

Tl  •      I        1'      I  d^  Il  d^  U  j  •      '         J  A 

11  est  essentiel  cl  observer  que—; — 5     ,  ^     sont  des  quantités  de  ineme 

'■  dx'  dy  * 

signe  dans  le  cas  où  i'cquation  (38)  représente  une  ellipse,  et  des  quan- 
tités de  signes  contraires  dans  le  cas  où  la  même  équation  représente 
deux  hyperboles  conjuguées.  On  en  conclut  immédiatement  que  l'équa- 
tion (44)  se  réduit,   dans  le  premier  cas,  à  la  formule 

(i<:)  —  =  — —  cos   et  H — —  sin   et  , 

et  dans  le  second  cas,  à  la  formule 

(4^)  :;t  —  ^= cos^  et sin^  et , 

le  premier  membre  devant  être  affecté  du  signe  -f-  ou  du  signe  — 
suivant  que  le  rayon  de  courbure  f  est  dirigé  dans  le  sens  du  rayon   po 

ou  dans   le  sens  du  rayon    p,.   Si  les  dérivées  ~, >  — ; —    deviennent 

égales,  la  courbe  (38)  sera  un  cercle.  En  même  temps,  on  aura  f,=^c^, 

et  l'équation  (45)  donnera,  comme  on  devait  s'y  attendre,  — zrr  — , 
ou    /:=/o- 

d^  U  d^  U 

Si  l'une  des  quantités  ■  ■>  ^■-  s'évanouit ,  la  ligne  (38)  sera  ré- 
duite à  un  système  de  deux  droites  parallèles.  En  même  temps  l'un  des 
rayons  fo,  /,  deviendra  infini  et  disparaîtra  de  la  formule  {<ii)-  Si, 
pour  fixer  les  idées,  on  suppose  -r-^-r=zo  ,  on  aura  j>^:=^oo,  et  la 
formule  {^\)  donnera 

(4?)  —    =i   -^  cos'  flt. 


^^2  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

Alors  fa  sera  le  rayon  ce  courbure  de  la  section  normale  qui  aura  pour 
tangente   la  perpendiculaire   menée  aux  deux    parallèles   par    le   point 

Si  l'on  ajoute  à  la  valeur  de  —  donnée  par  la  formule  {W)    ce  que 

devient  cette  valeur  quand  on  y  remplace  *  par  ci.-\ — -  ■>  on  trouvera 
pour   somme 


ce  qui  s'accorde  avec  le  théorème  tie  la  page  339. 

Concevons  à  présent  que  l'on  veuille  déterminer  dans  l'espace,  pour 
un  point  quelconque  [x ,  y ,  1)  de  la  surface  donnée,  les  directions  des 
tangentes  aux  sections  de  courbure  principales  et  les  rayons  de  cour- 
bure principaux.  Il  suffira  évidemment  de  chercher  le  maximum  et  le 
minimum  ou  les  deux  minima  du  rayon  de  courbure 

(48)  _P  =  ^» -h  «^ -4- <^^ 

en  supposant  les  coordonnées  ^,  r,  (^  liées  entre  elles  par  les  équations 
20)  et  (21).  Par  suite  on  reconnaîtra  que  les  valeurs  de  ^,  m,  ^  cor- 
respondantes   aux  rayons   de    courbure    principaux   doivent  véritier   la 
formule 
(4p)  ,  ^<^^  H- vi^îi -h  (^^/(!^  =  o  , 

après  qu'on  a  éliminé  de  cette  dernière  d^,  d-/\  et  d(i^,  à  l'aide  des  équa- 
tions différentielles 

[Id^Uy  d'il  du-     v-\      ,v        1    d-U    Y         à^"  ^'"     À  J      ,    l    '^'^     t   ^    '^''"  ,     '^'"P\jy 

,  J[d7^^^d:T,'^dni^)'^Hd7d-,^-^d7^^ 

.  d  U         ,y  du,  d  U         ,  y 

Cela  posé,  si  l'on  ajoute  membre  à  membre  les  formules  (451).   (50)  ^^ 
(51),  après  avoir  multiplié  la  première  et  la  troisième  par  des  facteurs 
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indctermincs  —S,  — T,  on  prouvera,  en  raisonnant  comme  dans  la 
15.^  leçon  [page  268],  qu'on  peut  éliminer  ces  facteurs  de  manière 
à  faire  c\anouir  dans  l'équation  résultante  les  coefficiens  des  différen- 
tielles </^,  Jr,  J(^,  c'est-à-dire,  de  manière  à  vérifier  les  trois  équa- 
tions 


d'  u      y              d'  U 

dx^     è     '      dxdy"^-^ 

d^u 

dx  d^ 

d'-  u     y             d'  u 

r     \                 Tl     1 

d'  u 

df.  dy  ^     '       dy' 

dydi 

d^x     ^     ^       d^'u 
dxdi  ^    '     dydi    ' 

d'à 

d 


X 


I     .\        '  a-  u    y.  a'  u  a    u       <^  _  r-r-    du 


(l^^zSC^T 


dy 
du 

d  r 


Si  l'on  ajoute  ces  dernières,  après  les  avoir  respectivement  multipliées 
par  les  coordonnées  ^,  »i,  <!^,  on  trouvera,  en  ayant  égard  aux  formules 

(^o).  (2.)  et  (48). 

(53)  ±R=zSf,  S=z^  =  Q. 

Le  facteur  S  ne  différera  donc  pas  de  la  quantité  précédemment  dési- 
gnée par  la  lettre  Q.  En  conséquence  les  équations  (52)  pourront  être 
remplacées  par  les  suivantes, 

d'u  ^\  y  d""  U  d'u      y  rr,     d  U 


/  d'u  ^\  y  au  d'u      y  rr-, 


d^'u       y  d'-U 

d\di  ^  t/y^^ 

et  l'on  en   conclura 


/  du     V    d^u       d^u  /    d'u  ^\     d' u  1 

(55)    ^  =  ^^        ~^  UJ  {."d^  ~dP^  ["7^  "  ^  j  ITd^  J 

du     r    d^u      d'u  (    d'u  „\     d'  u  T 

~*~  ~d^   Vdydi    dxdy  XTP-  ^)    didx  J 
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(5^)  r  =  ^ 
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d  u     r    d' u       d' u  /    d^  u  ^\     d' u 


(57)   C=« 


dx 
du 

UT 

du 

du 
dx 

du 


r    d'u       d'u  /    d-"  u  „  \ 

L  d^dx    'd^  \  ~d^'  ^  j    dxdy 


r    d'  u  d^  u  I  d'  u  ^\      d'u 

\_   dx  dji  d:^dx  \  d  x-  ^  )    dj/ d^ 

r    d^u  d^u  I  d'U  ^\     d'u 

L  ^c/j  "^W7  \dp  ^j    d-Jx 

r    d' u  d''  u  (d'U  \     d' u 

dy     L   dxdy  didx  \d?^  ^  j  Ifd^ 

[(^-Q}(-^-<2)-(SJ 


d  X.     V.\  d  x'  ^*"/\  d  y'  ^^  j  \dxdy, 

"d  désignant  un  coefficient  dont  la  valeur  se  déduira  de  la  formule  (48). 
En  effet,  si  l'on  combine  celle-ci  avec  les  équations  (55),  (56),  (57). 
on  en  tirera 


(58) 


U'  désignant  la  somme  des  carrés  des  coefficiens  de  i^  dans  les  valeurs 
de  ^,  r,  (^  données  par  les  trois  équations  dont  il  s'agit.  De  plus,  la 
substitution  de  ces  valeurs  dans  la  formule  (21)  produira  l'équation 

(555)  o   = 

(S)'[(9-'2)(^"-'2HI^)>(^ï)"[(^--C^-^)-(ê)l 

fduyr/d'u       y-^\('i'"       -q\ ('^'"Y~\  du  dur  d'u    d'u  d'u  M'"_/^\  "1 

"*■  V  ^  J   IW-  ~^J\dT  ~^}        ^J^'^yl  \^^  dydi  \dxdy  d-Jx         dyd^  \  dx'  ~^  j  J 


du   du  r  d'u    d'^u 


dur 


d-^   dx  |_  dyd~  dxdy 


d'u    I  d'u 

d-?dx 


d'u  fd^u 


1  d'u        „\-]  du  du  r  d'u    d'u  dtild'-u        „\-l 

\dT'~^]y-JxJyVd^<dJdi'~dZry\dl'~^}\ 


qui  est  du  second  degré  par  rapport  à  Q,  et  dont  ies  deux  racines  sont 
les  deux  valeurs  de  Q_  correspondantes  aux  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux. Lorsqu'on  aura  calculé  ces  mêmes  racines  pour  un  point  [x, y,  Z) 
de  la  surface  donnée,  l'équation  (48)  fournira  immédiatement  les  valeurs 
des  deux  rayons  de  courbure  principaux,  et  l'on  déduira  des  formules 
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(55)'  (5O.  (57)  réunies  à  l'équation  (58),  les  coordonnées  ^,  r,  <^  de 
quatre  points  situés  sur  les  tangentes  aux  sections  principales.  Enfin , 
si  l'on  combine  les  formules  (55),  (56),  {57)  et  (58)  avec  les  équations 
(18),  on  obtiendra  les  suivantes 


(60)  co s  et  :=  =h -rr  \    H — 7~     ~n~~n (":; (2    -,— 7- 


dz    l  Jj'di    dxdy  \  dy^     ~^j   ~d^ 

du    r    d-'u       d'  Il     /   <i'= ,/  ^\      d^  u 

dx   L  didx    dydi  Wt'  /    dxdy 


^"     r    g^'"      ^'"    /  dut    _^\      d'il 

di    L  dxdy    didx  \  dx'  ^1  1^ 

du    r    d'u      d'u    f  d'u  \      d'u 

dx    ]_  dydi    dxdy  \  dy'-  ^j    didx 

qui  serviront  à  déterminer  les  angles  et,  /3,  y  formés  par  les  tancrentes 
aux  sections  principales  avec  les  demi -axes  des  coordonnées  positives. 
II  importe  d'observer  que,  dans  chacune  des  trois  équations  (^o),  (61) 
et  {62),  on  devra  réduire  le  double  signe  ztz  au  signe  H-,  quand  la 
tangente  à  l'une  des  sections  principales  sera  prolongée  dans  un  cer- 
tain sens,  et  au  signe  — ,  quand  la  même  tangente  sera  prolongée  en 
sens  inverse. 

Ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre,  l'équation  (5^)  est  semblable  à  la 
formule  (145)  [15.*  leçon],  de  laquelle  on  la  déduit  en  remplaçant 
les  quantités 

Lefons  Je  M.  Cauchy.   i  .■«  Année.  y  „ 
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cosA,   cosfA,,    cosv;    A,B,C,D,E,F;   et  j 
par  les  quantités 

du      du      du,    d'u      d'il      d^u        d' u        d' u        d' u  ,  ^ 

dx      dy      d-^      dx'      dy''      d-^      dy  d^      d-^dx      dxdy  ^' 

Lorsque  les  variables  x,  y,  i  sont  séparées  dans  i'équation  (i),  c'est- 
à-dire  ,  lorsque  la  fonction  u  se  divise  en  trois  parties  dont  chacune 
renferme  une  seule  des  variables  x,y,  i,  on  a,  pour  tous  les  points 
de  la  surface  donnée 

d'u  d'u  d'u 


o,      --7-r-=o,      -r— -=0. 


^     -"  dydi  '         d^dx  '         dxdy 

Alors  les  formules   (54)  deviennent 

et,  en  substituant  les  valeurs  de  ^,y\,  C,   tirées  de  ces  formules  dans 
l'équation  (21),  on  obtient  la  suivante: 


(-^5) 


/  du  \î  /  du  \i  /  du  \i 

\77]  [~dj)  [l^] 

r, r-  — r: — H  — 7. 


d'u         ^  d' u        ^  d'u        ^ 

7'-      v:  ~7T'      ^ 


0. 


dx'         ^  dy'         ^  di' 

Dans  la  même  hypothèse,  on  conclut  des  formules  (64)  combinées  avec 
l'équation  (48) 

du  \    ï  ,       du  »    »  t        du 


■Q 


dx-  ^  f  \    jy  \L  /  \    ^^ 

puis,  en  ayant  égard  aux  formules  (18),  on  trouve 

(4ï^-«)—  (^-C)cos/3  (-^-Q)-V 


(«7) 


2.   \   —1 
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II  suffit  de  joindre  cette  dernière  aux  formules  (12)  Gt{6^)  pour  déter- 
miner, dans  l'hypothèse  admise,  les  directions  des  tangentes  aux  sec- 
tions principales  et  les  rayons  de  courbure  principaux. 

Appliquons  maintenant  les  formules  que  nous  venons  d'établir  à 
quelques  exemples. 

/.""  Exemple.  Concevons  que  la  surface  donnée  se  réduise  à  celle  de 
l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation 


(68)- 

< 

3"         '        b^ 

-^. 

I. 

Oji  pourra 

prendre 

a  rr 

^^^ 

\ 

I       > 

/ 

et  l'on  aura 

,  par  suite 

du 

dx     ~ 

X          du 

"   a^   '     dy 

y 

du 

l 

d-u 

I          d-u 
'  a^   '    dy"" 

I 

d'u 

I 

Cela  posé , 

les  formul 

es  {65).  ( 

12)  et  (67) 

deviendront 

ih) 

x^ 

.  I 

y' 

^'               0 

a"(l  — (2a^ 

■■)     '     ^=(1 

-ÇLh'-) 

.     1      .    - 

cM'-(2^") 

(70) 

I 

^±<2[-S 

--^C 

--+- 

W'' 

■  (    (' 

—  Q_a^)zoia. 

('-< 

2/^")cosiS 

.     (i-(2c')cos> 

(y) 


=±[(^=^)"HH(^^r-H(^i7rr]- 


Ces  dernières  suffisent  pour  déterminer,  en  chaque  point  de  l'ellipsoïde, 
les  directions  des  tangentes  aux  sections  principales  et  les  deux  rayons 
de  courbure  principaux.  De  plus,  en  retranchant  l'équation  [6c^)  de 
l'équation  (68),  on  trouvera 

XX  * 
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Q  R  Q. 

Or,  il  résulte  de  la  formuie  (72)  que  ,  si ,  après  avoir  calculé  l'une  des 
valeurs  maximum  ou  minimum  de  la  variable  Q,  on  construit  un  nouvel 
ellipsoïde  dont  les  demi-axes  a,  b,  c  soient  déterminés  par  les  équations 

(73)  a^  =  ^^_-l-,      b^=z^*  — _^,      c*=zc'  —  ~y 

ce  Tiouvel  ellipsoïde  passera  encore  par  le  point  (.v,  y,  i).  On  peut  re- 
marquer que  les  sections  faites  par  les  plans  coordonnés  dans  l'ellipsoïde 
proposé  et  dans  le  nouvel  ellipsoïde  seront  décrites  des  mêmes  foyers  ; 
car  on  aura 

(74)  a^  — b'~^*-^\    a*-c*  =  ^'— <:^    h^  —  c^ z=.  h'' - c\ 

2..'  Exemple.   Concevons  qu'après  avoir  tracé,  dans  le  plan  des  x,y, 
une  courbe  représentée  par  l'équation 

(75)  /=/(v). 

on  fasse  tourner  cette  courbe  autour  de  l'axe  des  x.  Elle  engendrera  une 
surface  de  révolution  dans  laquelle  la  distance  du  point  [^x.y,  2)  à  l'axe 
des  A-,  savoir,  ■^/(j^-H^') .  sera  équivalente,  au  signe  près,  à  l'ordon- 
née /(a')  de  la  courbe  génératrice.  On  aura  donc,  pour  tous  les  points 
de  la  surface  ■p/(^*H-^^)  :=:=:  dr  y(.v),   ou 

(76)  /  +  r  =  [/(-v)r; 

et  l'on  pourra  prendre 

«  =  4-j/-Hr-[/{^)]'l- 

On  trouvera  par  suite 

du  ri    \    r'  I    \  '^  "  ''"    


dx  J  V  IJ     ^    )'  dy  ^  '         di 

d'il    d'u 


^  =  -l[/My-^/W-/"W!.      ^V4-=i.      ^^=r. 
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Cela  posé,  on  tirera  Je  Ja  formule  (65) 

[/M-/'(-v)r  ,     y' 


)~=o: 


Q-+-[/'Wr-t-/M/"(x)    ^   (2-1 
puis,  en  remettant  pour /^-h  3-  sa  valeur  [/(v)]-,  on  en  conclura 

On  aura  d'ailleurs 

(78)       /?  =  l/l/H-r  +  [/(.v)/'(.v)]'|=:±/(.v)/[l-f-[/'(.v)pi; 

et  en  conséquence  la  formule  (12)  donnera 

La  valeur  précédente  de  p  est  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  gé- 
nératrice, qui  coïncide  effectivement  avec  l'une  des  sections  principales 
de  la  surface  de  révolution.  Quant  au  rayon  de  courbure  de  l'autre  sec- 
tion principale,  il  suffira,  pour  le  déterminer,  de  revenir  aux  équations 
{64),  qui,  dans  le  cas  présent,  se  réduiront  à 

En  effet ,  on  vérifiera  ces  trois  équations  en  prenant 

{81)  Q=i.       T=o,       ^  =  0. 

Par  suite  la  formule  (12)  donnera  pour  le  rayon  de  courbure  cherché 

(82)  ^  =  ±:i?=:±/(.v)ji-+-[/'(.v)?'f. 

Donc  ce  rayon  de  courbure  se  confondra  toujours  avec  la  normale  /V  de 
la  génératrice  \_v0ye7,  la  formule  (5) ,  page  48  ].  De  plus  ,  comme  la  der- 
nière des  formules  (81),  savoir,  ^zzzo,  entraînera  l'équation 

(8  j)  cos  a.  :z:z   o  , 
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il  est  clair  que  ia  section  principale,  correspondante  au  rayon  de  cour- 
bure dont  il  s'agit ,  aura  pour  tangente  une  droite  comprise  dans  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  .v. 

Les  formules  générales  précédemment  obtenues  se  simplifient  lors- 
qu'on suppose  l'équation  de  la  surface  résolue  par  rapport  à  2,  et  ré- 
duite à  la  forme 

Concevons  que  dans  cette  hypothèse  on  fasse,  pour  abréger, 

f  df[x,y) df{^,y)     _ 

-ir--P'       -jy--^' 

1  dx^  '  dxdy        '  dy^         

Alors,  en  posant 
on  trouvera 

du  du  du 


dx             '    '             dy  '   '  di 

d^u  ■     d^u    d^u 

=^  r  ,        -7-r-  —  t,        —3- =  o  ; 


dx^  '  dy""  '  d'C 

d^u  d'u  d^u 

=  O  ,  — — -  zn  0 


dyd'^  d-^dx  '  dxdy 

Par  suite  les  formules  (10),  (15)  et  (23)  donneront 

(86)  R  =  y'{i-^p"-^f), 

(87)  (2  = ''cos'ct-f-a  J  cos  ACOS/3-|-rcos*/3  , 

(88)  ;?cosct -t- ^cos/3  =1=  cosy  ; 

tandis  que  les  formules  (2,0)  et  (21)  se  réduiront  à 

(85,)  r|»-f-2i^7i-t-/t)^  =  ifc/?, 

et 
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(9")  /7^  H-  <7>i  =  (^. 

Telles  seront,  dans  l'hypothèse  admise,  les  deux  équations  de  la  courbe 
plane  qu'on  obtient  en  portant,  à  partir  du  point  {x.y,  z) ,  sur  la  tan- 
gente à  chaque  section  normale,  des  longueurs  égales  à  la  racine  carrée 
du  rayon  de  courbure  de  cette  même  section.  Comme  la  première  de 
ces  équations  renferme  seulement  les  deux  coordonnées  ^,  vt,  il  est  clair 
qu'elle  représente  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  .v ,  y  ;  et 
comme,  d'après  la  forme  de  l'équation  (8p),  cette  projection  se  réduit 
évidemment  à  une  ellipse  ou  à  deux  hyperboles  conjuguées,  ou  au  sys- 
tème de  deux  droites  parallèles,  ou  enfin  au  système  de  deux  droites 
qui  se  coupent  au  point  {x,y,  i) ,  on  peut  affirmer  que  la  courbe  en 
question  se  réduira  elle-même  à  l'une  des  lignes  qu'on  vient  de  nommer. 
On  déduira  sans  peine  de  cette  remarque  les  diverses  conséquences 
auxquelles  nous  sommes  déjà  parvenus  en  partant  des  formules  (20) 
et  (21). 

Quant  aux  rayons  de  courbure  principaux,  ils  seront  toujours  déter- 
minés par  la.formule  (49).  de  laquelle  on  devra  éliminer  d^,  d-r  et  JÇ. 
par  le  moyen  des  équations  différentielles 

(91)  (/-^-t- jr)^^-H(-f^  -H/ïi)  ^>i  =  o, 

{92.)  pd^-^  ^dYl  =  d^ 

Or,  si  l'on  élimine  d'abord  dl^  entre  les  formules  (49)  et  (92),  on  aura 

{^ -i- P ^)  d ^ -h-  {yi-i-pl^)dy\z:=  o, 
et  l'on  conclura  de  cette  dernière,  comparée  à  l'équation  (91)  , 

Si  maintenant  on  a  égard  aux  équations  (89),  (90)  et  (48),  on  trouvera 
simplement 
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ou  ,  ce  qui  revient  au  même  ,  ' 

)        [r~{i-\-p^')Q]^-^{s—prjQ)^  =  o, 

Pour  déduire  des  formules  (^5)  la  valeur  de  <2 .  ii  suffira  d'éliminer  entre 
elles  les  coordonnées  ^  ,  -/i.  En  opérant  ainsi ,  on  obtiendra  l'équation 
du  second  degré 

(96)        [._(n-/)<2][/-(i-i-<7')(2]-(.-/.^<2)^  =  o. 

qui  ,  étant  développée ,  se  réduit  à 
De  plus,  la  formule  (12)  donnera 

Enfin  on  tirera  des  équations  (^5)  et  (8p) 

,        ,         ,  ^  —  r'l'2  [l  -i-p')  Q.  —  r     ~         ps  —  qr-^-qd 

i99)  ^   n  . 


et  par  suite,  en  ayant  égard  aux  formules  (18), 

icos  a         cos  ô               cos  y 
S  —  pqQ                 (i-Hp^)(2_r      ~~     ps—qr-i-qQ 
-__+_   >^(-*-7'') 
^\[[l-i.p-]s-pqry^{l-l-p'-^q^)[{l^p--)Q-rY\ 

L'équation  (py)  fournit  évidemment  deux  valeurs  réelles  de  la  quantité 
Q.  En  effet,  les  deux  racines  de  cette  équation  sont  comprises  dans  la 
formule 

(ici)  q  = 

{!-i-p')t—2pq!-i-[i-hq')r±V\[{t-i-p')t—zpqs-i-{j-i-q']r]'—^i-t-p'-^q'){rl-s')] 


i 

1 
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et,  comme  on  a  identiquement 

(102)  [^^^p^)t-2pqs^{i-^-cf)rY-i{i-^p'-^q')[rt-s^) 

\{i^P'-W^p'-)l—[y-^q')r]^2pq{pqr—[l^p--)s]\^^^[l^p'^q')[pqr—{l^p')sY    ^ 

il  en  résulte  que,  dans  la  formule  (101),  le  polynôme  renfermé  sous  le 
radical  est  essentiellement  positif  Après  avoir  calculé  les  deux  racines 
réelles  de  l'équation  (py) ,  il  suffira  de  les  substituer  dans  la  formule  (p8), 
pour  obtenir  les  valeurs  des  deux  rayons  de  courbure  principaux  ,  et 
dans  la  formule  (100),  pour  déterminer  les  directions  des  tangentes 
menées  par  le  point  {x>  )',  z)  '^'^'^  sections  principales. 

On  reconnaît ,  à  la  seule  inspection  de  la  formule  (517),  que,  dans  le 
cas  où  l'on  a 

(103)  rt  —  J^  >  G , 

les  deux  valeurs  de  Q  correspondantes  aux  rayons  de  courbure  principaux 
sont  des  quantités  de  même  signe.  Donc  alors  ces  rayons  de  courbure 
sont  dirigés  dans  le  même  sens,  et  représentent  les  valeurs  maximum  et 
minimum  de  la  variable  f.   Si  l'on  avait 

(io4)  rî  —  s-  <  o  , 

les  deux  racines  de  l'équation  (97)  seraient  des  quantités  de  signes  dif- 

fcrens ,  et  les  rayons  de  courbure  principaux,  dirigés  en  sens  contraires, 

représenteraient  de*ux  valeurs  miiiima  de  la  variable  f.  Enfin  ,    si  l'on 

avait 

(105)  rt  —  s'-  zzz  o  , 

l'une  des  racines  de  l'équation  (97)  s'évanouirait,  et  la  valeur  maximum 
de  f  deviendrait  infinie  ;  donc  alors  l'une  des  sections  principales  aurait 
une  courbure  nulle.  Il  est  aisé  de  s'assurer  que  cette  circonstance  a  lieu 
en  chaque  point  d'une  surface  développable  :  par  conséquent  les  valeurs 
de  r,  s,  t  tirées  de  l'équation  d'une  semblable  surface  vérifient  la  formule 

Lifens de  AI.  Cauchy.  i.«  Année.  YV 


354  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

(105),  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  coordonnées  x,  y,  i- 
Les   deux   racines  de  l'équation  (97)  deviennent  égales  entre  elles, 
dans  le  cas  où  l'expression  (102)  s'évanouit,   ce  qui  ne  peut  arriver  à 
moins  que  l'on  n'ait  à-la-fois 

P^i- — (i  -f-/r)j=:o,     (i  -\-p'-)( —  (i  H- ^7')/==  G, 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(106)  _!_3=-^=Z_^. 

Or,  dans  celte  hypothèse,  on  tire  de  la  formule  (101),  et  même  de  la 
formule  (86) 

(107)  Q= =  ^— = — '- 

^         '  '  ^  I  -1-/7'  p  q  I  -i-  q^ 

Donc  alors  toutes  les  valeurs  des  variables  Q  et  f  deviennent  égales 
entre  elles,  ce  qui  s'accorde  avec  une  remarque  déjà  faite  [page  338]. 
Alors  aussi  les  valeurs  de  cos  a,  ,  cos/3,  cosy,  déterminées  par  les 
équations  (100),  deviennent  indéterminées. 

Pour  que  les  rayons  de  courbure  principaux  soient  égaux  et  dirigés 
en  sens  contraires,  il  est  nécessaire  que,  dans  l'équation  (5^7).  le  coef- 
ficient de  Q  s'évanouisse,  et  que  l'on  ait  en  conséquence 

(108)  i^-^F')  —  2p(js-i-{i-^f)r=:o. 

Nous  ne  terminerons  pas  cette  leçon  sans  rappeler  que  c'est  Eu/cr 
qui  le  premier  a  établi  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces  ,  et  montré 
les  relations  qui  existent  entre  les  rayons  de  courbure  des  diverses  sec- 
tions faites  dans  une  surface  par  des  plans  normaux.  Les  recherches 
de  cet  illustre  géomètre  sur  l'objet  dont  il  s'agit  ont  été  insérées  dans 
les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  [année  1760]. 
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VINGTIEME  LEÇON. 

Rayons  de  courbure  des  différentes  Courues  que  l'on  peut  tracer  sur 
une  Surface  donnée.  Des  Surfaces  qui  sont  osculatrices  l'une  de 
l'autre  en  un  point  qui  leur  est  commun. 


Considérons  toujours  une  surface  courbe  représentée  par  l'équation 

(  I  )  u  =:   o  , 

dans  laquelle  u  désigne  une  fonction  des  coordonnées  rectangulaires 
.X,  y,  i;  et  concevons  que,  sur  cette  même  surface,  on  trace  une  courbe 
qui  renferme  le  point  {\,  y,  z)-  Si  l'on  nomme  s  l'arc  de  cette  courbe, 
et  f  son  rayon  de  courbure  correspondant  au  point  (-v, _>',  i) ,  les  cosinus 
des  angles  formés  par  ce  rayon  avec  les  demi -axes  des  coordonnées 
positives  seront,  en  vertu  des  formules  (3)  de  la  18.^  leçon, 

.  d'x  d--y  d'i 

(^)  f~J^^       /^77-'        f-JF"- 

Si,  de  plus,  on  élève  par  le  point  (-v,;',  i)  une  normale  à  la  surface 

courbe,  et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(3)        «=/[(£)'-<-(ç)-(r:n- 

les  cosinus  des  angles  compris  entre  la  normale  prolongée  dans  une 
certaine  direction  et  les  demi -axes  des  coordonnées  positives  seront 
respectivement  [voyei  les  formules  (8)  de  la  i4-^  leçon] 

,    ■>  1        d  II  1       du  1       du 

^^'  ~  ~~d7  '        ~R  ~  '       "^  1^  ' 

Cela  posé,  soit  S^  l'angle  formé  par  la  direction  de  la  normale  avec  la 

Y  y  * 
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direction  du  rayon  de  courbure.  On  conclura  de  la  formule  (48)  des 
Préliminaires  que  ,  pour  obtenir  cos  J^  ,  il  suffit  de  multiplier  les  ex- 
pressions (2)  par  les  expressions  (4),  et  de  faire  la  somme  des  produits. 
On  aura  donc 

du    ,,             du    .              du    . 
(5)  cos^z=^ ^^ ? 

Si  d'ailleurs  on  désigne  par  et,  fi,  y  les  angles  que  forme  la  tangente 
à  la  courbe,  prolongée  dans  un  sens  ou  dans  un  autre,  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives ,  et  si  l'on  différencie  deux  fois  de  suite 
l'équation  (i),  on  en  tirera,  comme  dans  la  ip."  leçon, 

/x\  d  U         ,r  du         ,,  d  U         ,,  ^      1      . 

la  valeur  de  Q  étant  déterminée  par  la  formule 

/    \  ^^  d^  u  ,  d^u  ,  ^  d' u  î 

(7)  <2  =  ^^cos*cc-f--j-rcos-^-+--^^cos  y 

d^  u  jn.  d-u  d-  u  ^ 

.-+-2- ,   .   cospcosy-t-  2  -    ,    cosycoscc-}-2    .    ,  cosctcosp. 

dy  d-^  d^dx  dxdy 

Par  conséquent  la  formule  (5)  donnera 

(8)  cosi^  =  -^Q.  ^=        Q- 


et  l'on  en  conclura 

Des  trois  quantités  R,  Q  et  S^,  comprises  dans  le  second  membre  de 
l'équation  (9),  la  première,  savoir  R ,  dépend  uniquement  de  la  position 
du  point  {x ,  y ,  z)  sur  la  surface  (i).  La  seconde  quantité,  savoir  Q, 
dépend  à -la -fois  de  cette  position  et  de  la  direction  de  la  tangente 
menée  par  le  point  (.v,  y ,  i)  à  ia  courbe  tracée  sur  la  surface.  Q,uant  à 
la  quantité  J^,  elle  représente  toujours  l'un  des  deux  angles  aigu  et 


DU  CALCUL  INFINITÉSLMAL.  ^57 

obtus  formés  par  le  plan  oscillateur  de  la  courbe,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  par  la  norniale  principale  de  ia  courbe,  avec  la  normale  à 
la  surface ,  cette  dernière  normale  étant  prolongée  dans  un  certain  sens. 
Cela  posé,  il  est  clair  que,  si  l'on  donne,  avec  le  point  {x ,  y ,  i)  ,  ia 
tangente  à  la  courbe  et  le  plan  osculateur,  les  quantités  Q  et  R  seront 
connues,  ainsi  que  la  valeur  numérique  de  cos  J^,  Donc  alors  on  pourra 
déterminer,  par  Je  moyen  de  la  formule  (p),  le  rayon  de  courbure  p. 
De  plus,  comme  les  quantités  f  et  R  sont  essentiellement  positives  , 
on  peut  conclure  de  l'équation  (p)  que 

(10)  cos  J^        et        Q 

seront  toujours  des  quantités  de  signes  différens.  A  l'aide  de  cette  re- 
marque, on  déterminera  immédiatement  le  signe  de  cosJ^,  et  par  con- 
séquent le  sens  dans  lequel  on  devra  porter  le  rayon  de  courbure  p  sur 
la  normale  principale  de  la  courbe  proposée. 

De  ce  qu'on  vient  de  dire  il  résulte,  i.°  que,  si  deux  courbes  tra- 
cées sur  la  surface  (i)  ont  le  même  plan  osculateur,  elles  auront  aussi 
le  même  rayon  de  courbure;  2.°  que  si  ces  deux  courbes  ont  la  même 
tangente  sans  avoir  le  même  plan  osculateur  ,  leurs  rayons  de  cour- 
bure seront  proportionnels  aux  cosinus  des  angles  que  leurs  normales 
principales  formeront  avec  ia  normale  à  la  surface  donnée.  Dans  le  cas 
particulier  où  le  plan  osculateur  d'une  courbe  devient  un  plan  normal 
à  cette  même  surface ,  on  a  nécessairement 

(11)  ■"  cos  J^  nz  rt  I  , 

le  signe  -»-  ou  —  devant  être  admis  suivant  que  le  rayon  de  courbure 
est  dirigé  dans  un  sens  ou  dans  un  autre;  et  l'équation  (p)  se  réduit  a 

Cette  dernière  coïncide  avec  la  formule  (12)  de  la  ip.^  leçon.  Il  suflit 
de  la  comparer  à  l'équation  (9)  pour  établir  la  proposition  suivante. 


^5g  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

I  .^''  Théorème.  Concevons  qu'une  courbe  quelconque  étant  tracée  sur  une 
surface,  on  mène ,  par  la  tangente  à  la  courbe  en  un  point  donné  [x ,  y ,  i) , 
un  plan  normal  à  la  surface.  Le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  sera  le 
produit  du  rayon  de  courbure  de  la  section  faite  par  le  plan  normal  et  du 
cosinus  de  l'angle  aigu  compris  entre  ce  même  plan  et  le  plan  osculateur  de 
la  courbe. 

On  peut  aisément  vérifier  le  théorème  qui  précède  dans  phisieurs  cas 
particuliers.  Ainsi,  par  exeinple ,  si  par  un  point  donné  sur  une  sphère 
on  fait  passer  un  grand  cercle  et  im  petit  cercle  qui  aient  en  ce  point 
la  même  tangente  ,  on  reconnaîtra  sans  peine  que  le  rayon  du  petit 
cercle  est  équivalent  au  rayon  de  la  sphère  multiplié  par  le  cosinus  de 
l'angle  aigu  compris  entre  les  plans  des  deux  cercles. 

Concevons  encore  qu'après  avoir  tracé,  dans  le  plan  des  x,  y,  une 
courbe  représentée  par  l'équation 

(13)  /=/(-v)> 

on  considère  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  cette  courbe  de 
l'axe  des  x ,  et  que  l'on  demande  le  rayon  de  courbure  f  de  la  section 
faite,  au  point  {x, y,  1)  de  la  surface,  par  un  plan  normal  à  la  courbe 
génératrice.  L'angle  aigu  compris  entre  ce  plan  normal  et  le  plan  mené 
par  le  point  [x ,  y ,  1)  perpendiculairement  à  l'axe  des  x  sera  évidem- 
ment égal  à  l'inclinaison  r  de  la  courbe  génératrice  par  rapport  au  même 
axe.  Donc  ,  puisque  le  second  plan  coupera  la  surface  de  révolu- 
tion suivant  un  cercle  ,  le  rayon  de  ce  cercle  sera  équivalent  au  produit 
^cosr.  D'ailleurs  le  rayon  dont  il  s'agit  se  confondra,  au  signe  près, 
avec  l'ordonnée  f  [x]  de  la  courbe  génératrice.  On  aura  donc 

(i4)  ^cosr  =:±/(.v). 

Enfin,  comme  la  dernière  des  formules  (6)  de  la  i  .''^  leçon  donnera 


on  tirera  de  l'équation  (14) 
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(r6)  _^rr:±/(.v)i/il-l-[/(.v)]M; 

et  l'on  se  trouvera  ainsi  ramené  à  la  formule  (82)  Je  la  leçon  j)réccdente. 
Supposons  maintenant  l'équation  (i)  résolue  par  rapport  à   i,   et  ré- 
duite à  la  forme 

(17)  ^=/(-v.;'). 

Alors  si  l'on  fait  usage  des  notations  adoptées  dans  la  19.^  leçon,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  désigne  par 

(  i^f{x,)')=pJx  -\-  ^ciy  ,  et 

/  d-  f[x  ,y)  z=.  rdx'  -\-  isdx  dj  -h  tdy' , 

les  différentielles  totales  de  f  [x ,  y) ,  du  premier  et  du  second  ordre, 
prises  par  rapport  aux  variables  .v  et^y  considérées  comme  indépendantes, 
on  aura 

/?  rz:  /(  I  ^p^-^q-),  et 

Q  =^  r  cos-  oL  -\-  2  s  cos  ou  cos  f3  -h  i  cos'  /3. 

En  conséquence  la  formule  (8)  deviendra 

cos  oA  rcos^a -t- 2i- cosa  cos/3 -t- ?cos^  ^ 


(■i?) 


(20) 


V{l-+-p^-^qn 


Dans  cette  dernière ,  tA  sera  l'angle  compris  entre  le  rayon  f  et  la  nor- 
male à  la  surface  proposée,  cette  normale  étant  prolongée  de  manière  à 
former  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  des  angles  A,  ^,  v, 
déterminés  par  les  équations 

,  ,  p  (7  I 

(21)      COS  A  =  77 -^ jTî    cos^arz:— -,    cos  V  =:=: -. ^ -- 

On  dit  que  deux  surfaces  sont  oscuhurices  l'une  de  l'autre  en  un  point 
qui  leur  est  commun,  lorsqu'elles  ont  en  ce  point  non  -  seulement  le 
même  plan  tangent ,  mais  encore  des  sections  principales  comprises 
dans  les  mêmes  plans  normaux,  et  les  mêmes  rayons  de  courbure  prin- 
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cipaiix  dirigés  dans  les  mêmes  sens.  Alors  le  contact  qui  existe  entre 
les  deux  surfaces  prend  le  nom  à' oscillation.  Concevons  que  ,  dans  le 
même  cas ,  on  mène  par  ie  point  commun  aux  àeux  surfaces  un  plan 
quelconque.  On  conclura  de  la  formule  (44)  [  ip.^  leçon],  si  ce  pian 
est  jiormal  aux  deux  surfaces,  et  de  la  proposition  énoncée  à  la  page 
358,  s'il  est  oblique,  qu'il  coupe  les  deux  surfaces  suivant  deux  courbes 
qui  ont  le  même  rayon  de  courbure.  Donc  le  second  membre  de  la 
formule  (20)  et  la  fraction 

rcos^a  ■+-  i^cosa  cos/S  -4-  f  cos^^ 
(^2.)  V[l-^p^-\-q') 

devront  rester  invariables  <|ans  le  passage  de  la  première  surface  à  la 
seconde  ,  pour  toutes  les  valeurs  des  angles  a, ,  /3  propres  à  vérifier 
l'équation  .|l, 

(23)  cos^ct  H- cos*(ô-l-(/?coS(X, -f- </cos/3)^  zz:  I  , 

à  laquelle  on  parvient  en  combinant  l'équation  (88)  de  la  ip.^  leçon 
avec  la  formule 

cos'  CL  -+-  cos'  /3  -+-  cos*  y  =  I . 

D'ailleurs,  les  deux  surfaces  se  touchant  par  hypothèse  ,  les  quantités 
V ,  a ,  et  par  suite  le  dénominateur  de  la  fraction  (22),  ne  varieront 
pas  dans  le  passage  de  l'une  à  l'autre.  Donc  il  en  sera  de  même  du 
numérateur 

(24)  rcos^ct-H  2Jcosct  cos/3 -h- f  cos'/3. 

Or ,  ce  numérateur  se  réduisant,  lorsqu'on  suppose  cos/3  =  o,  au  pro- 
duit rcos^ct,  et,  lorsqu'on  suppose  coscc=o,  au  produit  /cos\ô,  il 
est  évident,  i.°  que  les  deux  quantités  r,  t  ne  changeront  pas  de  valeurs 
dans  le  passage  dont  il  s'agit;  2."  qu'il  en  sera  encore  de  même  du  se- 
cond terme  de  l'expression  (24),  et  par  suite  de  la  quantité  s.  Ajoutons 
que  les  cinq  quantités  représentées  ici   par  p,  q,  r,  s,  t    sont  préci- 
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sèment  les  dc'rivées  partielles  du  premier  et  Jii  second  ordre  de  la 
vaieiir  de  1  fournie  par  l'équation  d'une  surface  dans  le  cas  où  l'on 
considère  .v  et  7  comme  variables  indupendantes.  On  peut  donc  énoncer 
la  proposition  suivante. 

2/  Théorème.  Lorsque  deux  surfaces ,  représentées  par  deux  équations 
entre  les  coordonnées  rectangulaires  x ,  y ,  1,  sont  osculatrtces  l'une  de  l  autre 
en  un  point  donné  j  les  six  quantités 

conservent ,  pour  le  point  commun ,  dans  le  passage  de  la  première  surface  à 
la  seconde,  les  mêmes  valeurs  numériques  et  les  mêmes  signes. 

Corollaire  /.'''  On  pourrait  établir  généralement  la  proposition  inverse 
de  celle  qui  précède,  et  faire  voir  que  si ,  pour  des  valeurs  données  de 
X  et  j,  les  quantités  (25)  ne  varient  pas  dans  le  passage  d'une  première 
surface  à  une  seconde  ,  ces  deux,  surfaces   seront  osculatrices   l'une  de 
l'autre.  En  effet,  il  est  d'abord  évident  qu'elles  auront  un  point  commun 
dans   lequel  elles  se   toucheront.   De  plus,  on  conclura  de  la  formule 
(20)  que,  si  l'on  coupe  les  deux  surfaces  par  un  plan  quelconque  normal 
ou  oblique,   les  deux  courbes   d'intersection  auront  le  même  rayon  de 
courbure.  Donc  les  deux  surfaces  auront  les  mêmes  rayons  de  courbure 
principaux  correspondans  aux  mêmes  plans  normaux,  et  leur  point  de 
contact  sera  un  point  d'osculation.  Toutefois  cette  conclusion  ne  serait 
pas  rigoureuse,  si  la  valeur  de  f  tirée  de  l'équation  (20)  se  présentait 
sous  une  forme  indéterminée;  ce  qui  arriverait,  si  les  valeurs  des  quan- 
tités/», q,  r,  s,  t,  ou  de  quelques-unes  d'entre  elles,  devenaient  infinies; 
et,   dans  ce  dernier  cas,  les  deux  surfaces,   sans  être  osculatrices  l'une 
de  l'autre,  pourraient  fournir,  pour  le  point  commun,  des  valeurs  égales 
des  dérivées  /),  q,  r,  s  et  t.  Cette  remarque  est   analogue  à  celle  que 
nous  avons  faite  relativement  aux  conditions  qui  expriment  l'ordre  de 
contact  de  deux  courbes  planes  [voye^  la  page  i43  ]• 

Corollaire  2/  Pour  qu'un  point  dans  lequel  deux  surfaces  se  touchent 

Leçons  de  AI.  Cauch).    i.'=  Année.  77 
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devienne  un  point  d'osculation  ,  il  suffit  évidemment  que,  dans  le  pas- 
sage d'une  surface  à  l'autre  ,  la  courbe  du  second  degré  tracée  sur  le 
plan  tangent,  et  dont  les  rayons  vecteurs  sont  égaux  aux  racines  tar- 
rées  des  rayons  de  courbure  des  sections  norn)aIes ,  ne  varie  pas.  Or, 
une  courbe  du  second  degré  est  complètement  déterminée  ,  quand  on 
connaît  le  centre  et  trois  rayons  vecteurs  menés  du  centre  à  trois  points 
de  la  tourbe.  De  plus  ,  étant  donné  le  rayon  de  courbure  d'une  section 
faite  dans  une  surface  par  un  plan  oblique,  on  en  déduit  immédiate- 
ment, à  l'aide  du  théorème  i."',  le  rayon  de  courbure  de  la  section 
normale  qui  a  la  même  tangente,  et  par  conséquent  lun  des  rayons 
vecteurs  de  la  courbe  ci  -  dessus  mentionnée.  Donc  ,  f(.iar  (jiiiiii  point 
diins  lequel  deux  surfaces  se  touchent ,  soit  un  point  d'osculation ,  il  suffit  que 
trois  plans  menés  arbitrairement  par  ce  point  coupent  chacun  les  deux  sur- 
faces suivant  deux  courhes  osculatriccs  l'une  de  l'autre.  11  est  bon  d'observer 
que  cette  condition  sera  remplie  ,  si  les  rayons  de  courbiu'e  des  sec- 
tions faites  dans  la  première  et  dans  la  seconde  surface  par  des  pians 
parallèles  aux  plans  coordonnés  sont  égaux  et  dirigés  dans  les  mêmes 
sens. 

Corollaire  j.'   Soient  maintenant 

(26)  u  :=   o  ,  (27)  )'  =   o  , 

les  équations  de  deux  surfaces  courbes,  u,  v  dési^nant  des  fc<ncti(jns 
des  coordonnées  rectangulaires  .v ,  y,  1.  Si  l'on  différencie  l'équation 
(26},  i.°  par  rapport  à  .v,  en  regardant  1  comme  fonction  de  .v.-  2/  par 
rapport  àjv,  en  regardant  1  comme  fonction  de  v,  on  obtiendra  les  deux 
formules 

dit  du      di   du  du      di  

dx  "^  ~d7'  77       °  »      77  "^  ~dT  77       °  ' 

puis,  en  opérant  sur  chacune  de  ces  dernières  comme  on  vient  de  le 
faire  sur  l'équation  u=zo,   on  trouvera 
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(Pu  d' u      d? 

_ 1_  2 ^     , 

dx  d:^     dx  d 

d-  u      d:r  d'  Il      d:^ 


dx'- 
d^u 


di'     \dxl 


drV-  du      d\ 


di       dx- 


d^u     di    di  du     d'- 


dxdy  d.yd-1    dx  dxd^    dy  d i^     dx    dy  dx    dxdy 


-^=0, 


d^u 


4-2 


d'u      d: 


(i'u    I  di 


'■j^idiy 

7'    \dyl 


d  u      d'  ^    


dy'^       '     "  dydi    dy      '       di^     \dyl       '       d  7^      dy'- 

En  d'autres  termes ,  on  aura 


o. 


(28) 


du 


du 


dx 


+-  p  —  =  o  > 


d'  u  d'  u 

dx'-  '     dxd? 


du 

'dj 

,    d'u 

P  -d7^ 


du 

-7-77 


o 


du 


i^9) 


d'u 


d'u  d^u  d'-u       ,  d--u  du 

-d^^P-d^-^'l-dZd^'^P'J'd^^'^ 


d^u 
dy'- 


d'u 
dydi 


d'-u 


■r-^ 


du 

■+-f-T-=o. 


Oji  trouvera  par  suite 


(30) 


d' u    fdu\i 


dx^ 


m- 


d'  u     du  du 

2  —r—, 7-  -r 


dxdi    dx  di  d-^ 


M- 
(7:)' 


d^u    /du\^ 


d'u    I  duY 


(30 


dxdy 


m' 


m 


d'  u  du  du 


d'u    du  du  d'-u   du  du 


dydi  dx  di  dxd^  dy  d^  d-^    dx  dy 


'  du\  î 
d' u     du  du 


O 


d-u    I  duy  d'u     du  du  d  u   [ djjy 

IJ^Ui)  ^    dydi    djdl~^di^    [dyj 


m' 


Zr 
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Cela  posé,  pour  que  les  deux  surfaces  (26)  et  (2 y)  soient  osculatrices 
l'une  de  l'autre  en  un  point  commun  {x,  y,  z)  >  '^  sera  nécessaire  et  il 
suffira  généralement  que  les  valeurs  de  p,  (],  r ,  s,  t  déduites  des  équa- 
tions (30)  et  (31)  ne  varient  pas  quand  on  y  remplacera  la  fonction 
u  par  la  fonction  v.  Or,  cette  condition  sera  remplie ,  si  les  coordonnées 
X,  y,  i   du  point  commun  aux  deux  surfaces  vérifient  la  formule 


d'u     [du 


\di  I  dx 


d' u      du      d  u 


d^  u    I  du  \^ 


(/ j     d  X      d\ 


I  du  y 

vit) 


d''  V       du       d  u 


d'v  /  '^l' y 

dx'  \d^} 

d'u  I  du  \i 

dxdy  \  dx   ]  ^y^Z     '^'^    '^Z 


d'-v    I  dv  \ 


dxd-^      dx      d'^  a  7' 

d' u      du    du  d- u     du    du  d' u     du  du 

dxd-^    dy     d^  d-^-     dx  dy 


ir-)   { 


d'v    I  dv  Y 
dx  dy  \  d-^  J 

d'u     I  du  \- 
~df~\Iï) 


d'v      dv     dv 


d'v      dv    dv 


d'  V     dv  dv 


dyd^    dx     d-^  dxd-^     dy    d-^ 


d< 


dx  dy 


d' u      du      du 


du  \i 


dydi 


du      du  d' u     I  du  \ 

dy     di  di'     \  dy  ) 


d'v 


[    m 


>     I  dv  \-  d'v      dv     dv  d'v     I   dv  \i 

dy~  \7^)  ^  1^  77  77  "^   If^  \77  J 

I  du   \3  /   du   \3 


m 


dv    \3 


m 


du  \3 

I  dv  Y 
\Iï) 


Il  est  important  de  remarquer,  i.°que  la  formule  (32)  équivaut  à  cinq 
équations  distinctes  ;  2.°  que  ,  cette  formule  devant  subsister  quand 
on  échange  entre  eux  les  axes  des  x ,  y  ei  i>  '^^  est  permis  de  remplacer 
l'une  des  fractions  qu'elle  renferme,  par  exemple,  la  seconde,  par  celle 
qu'on  obtiendrait  en  substituant  dans  le  premier  membre  la  lettre  y  a 
la  lettre  z-  Donc,  pour  que  les  surfaces  (26)  et  (2^)  soient  oscula- 
trices l'une  de  l'autre  en  un  point  commun  [x ,  y ,  ^),  il  est  nécessaire 
et  il  suffit  généralement  que  les  coordonnées  de  ce  point  vérifient  la 
formule 
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\"77"j  [ly]  XW') 
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[17)  \7y) 

d'u    I  du  \- 
^d7~\lT]  ^   dydi       dy        dl 


dv  \i 

y 

d'u       du        du 


i'-u      I  du  \» 


{^l) 


dy 
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m 

'u     I  du  Y 


d-  V        dv       dv 
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d^  u       du       du 


d^dx      d^       dx 
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d'u 
~d 


d' V         dv         dv 
d- dx      d^       dx 

d'u       du       du 


dy 


d'v 
dx' 

d'u 
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d^v 
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\  dy  1  ~  dxdy     dx 


dv 
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d'v 
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m 


On  parviendrait  directement  à  cette  dernière  formule  en  combinant  la 
condition  (47)  de  la  \6.^  leçon  avec  le  principe  énoncé  dans  le  corol- 
laire 2  du  second  théorème,  et  en  exprimant  que,  dans  le  passage  de 
la  première  surface  à  la  seconde,  le  rayon  de  courbure  f  d'une  seciioji 
faite  par  un  plan  parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés  conserve  une 
valeur  invariable  déterminée  par  l'équation  (30)  de  la  6.^  leçon,  ou  par 
celles  qu'on  en  déduit  à  l'aide  d'un  échange  opéré  entre  les  coordonnées 
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VINGT-UNIEME   LEÇON. 

Stn  les  divers  Ordres  de  contact  des  Courbes  tracées  dans  l'espace. 


Considérons  deux  courbes  tracées  dans  l'espace  ,  qui  se  touchent 
en  un  point  donné.  Si  du  point  de  contact  comme  centre  ,  et  avec 
un  rayon-infiniment  petit,  désigné  par  /',  on  décrit  une  sphère,  la  sur- 
face de  la  sphère  coupera  les  deux  courbes  en  deux  points  très-voisins 
l'un  de  l'autre,  et  le  rapprochement  plus  ou  moins  considérable  des 
à^iw  courbes,  à  la  distance  ;  du  point  de  contact,  aura  évidemment 
pour  mesure  la  longueur  infiniment  petite  comprise  entre  les  deux 
points  dont  il  s'agit,  ou,  ce  qui  revient  au  mêine ,  la  corde  de  l'arc  de 
grand  cercle  renfermé  entre  les  deux  courbes.  Ajoutons  que  les  rayons 
menés  aux  extrémités  de  cet  arc  seront  dirigés  suivant  des  droites  qui 
formeront  des  angles  très -petits  avec  la  tangente  commune  aux  deux 
courbes;  d'où  il  résulte  que  l'angle  compris  entre  ces  rayons  sera  lui- 
même  une  quantité  très-petite.  Soit  a>  ce  dernier  angle.  L'arc  de  grand 
cercle  compris  entre  les  deux  courbes  aura  pour  mesure  le  produit 

(0  '^. 

et  la  corde  de  cet  arc  sera  équivalente  à 

(2)  2  i  sin  -^  • 

Si  les  deux  courbes  changent  de  forme  ,  de  telle  manière  que,  se  tou- 
chant toujours  au  point  donné  ,  elles  se  rapprochent  davantage  l'une 
de  l'autre  dans  le  voisinage  de  ce  point,  les  valeurs  de  l'expression  (2) 
correspondantes  à  de  très -petites  valeurs  de  /  diminueront  nécessaire- 
ment ;  ce  qui  suppose  que  la  fonction  de  /  représentée  par  u)  diminuera 
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elle- même.  Si,  au  contraire,  en  vertu  du  changement  de  f^rme  ,  ie 
rapprochement  des  deux  courbes  devient  moindre  ,  les  valeurs  de  w 
correspondantes  à  de  très-petites  valeurs  de  /  croîtront  nécessairement. 
On  peut  donc  affirmer  que  ,  dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  le  riip- 
procliement  des  deux  courbes  sera  plus  ou  moins  considérable  ,  et  leur  contact 
plus  ou  moins  intime ,  suivant  que  les  valeurs  de  co  correspondantes  à  de 
très-petites  valeurs  de  i  seront  plus  ou  moins  grandes.  De  ce  principe  et  du 
lernme  établi  à  la  page  1 2j  on  déduira  immédiatement  la  proposition  sui- 
vante. 

i  .^'  The'orème.  Si  deux  courbes  se  touchent  en  un  point  donné  \P) ,  et 
que  l'on  marque  sur  ces  deux  courbes  deux  points  [Q]  ,  (A')  situés  a  la  dis- 
tance infiniment  petite  i  du  point  de  contact ,  le  rapprochement  entre  les  deux 
courbes  dans  le  voisinage  de  ce  point  sera  d'autant  plus  considera/de  que 
l'ordre  de  /a' qtuln7Tfé'^]i;1Jinin!ent  petite  u ,  destinée  à  représenter  l  angle  com- 
pris entre  les  rayons  vecteurs  PQ,   PR,  sera  pjus  élevé. 

Démonstration.  En  effet  ,  si  la  iorme  des  deux  courbes  ou  de  i  une 
d'entre  elles  vient  à  changer,  de  manière  que  i  ordre  de  la  quantité  inh- 
niment  petite  w  s'élève,  la  valeur  numérique  de  w,  dans  le  voisinage 
du  point  de  contact,  diminuera,  en  vertu  du  lemme  1  .'^''  de  la  page 
123  ,  et  par  suite  le  rapprochement  entre  les  deux  courbes  deviendra 
plus  grand  qu'il  n'était  d'abord, 

Le  the'orème  i  .^''  étant  démontré,  il  est  naturel  de  prendre  Tordre 
de  fa  quantité  infiniment  petite  u  considérée  comme  fonction  de  la 
base  i  pour  indiquer  ce  qu'on  peut  appeler  l'ordre  de  contact  des  âev\A 
courbes  tracées  dans  l'espace.  Soit  a  cet  ordre.   Puisque  le  rapport  , 


a  l'unité  pour  limite,  le  produit 


sin  T  ^  .        ^ 

cù  — — ■ —  =  2  sin  - — 


sera  encore  une  quantité  infiniment  petite  de  l'ordre  a,  tandis  que  les 
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expressions  (i)  et  (2)  seront,  en  vertu  du  lemme  3  de  la  page  125  ,  des 
quantités  infiniment  petites  de  l'ordre  a-hi.  On  peut  donc  énoncer 
ia  proposition   suivante. 

2."  Théorème.  Lorsque  deux  courbes  se  touchent  en  un  point  donne'  [P) , 
l'ordre  du  contact  est  inférieur  d'une  unité'  a  l'ordre  de  la  quantité'  infiniment 
petite  qui  représente  la  distance  entre  deux  points  (Q),  (/?)  situés  sur  les 
deux  courbes ,  également  éloignés  du  point  de  contact,  et  dont  la  distance  à 
ce  point  est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre. 

11  importe  d'observer  que  la  droite  QR  menée  du  point  (<2)  au  point 
(R),  étant  la  base  d'un  triangle  isocèle,  et  opposée  dans  ce  triangle 
au  très- petit  angle  m,  sera  sensiblement  perpendiculaire  aux  rayons 
vecteurs  7-^  ,  Pl?  ,  et  par  suite  à  la  tangente  commune  aux  deux 
courbes.  Ajoutons  que  la  surface  du  triangle  PQ.R  ^'9-.  d^près  un 
théorème  connu  de  trigonométrie ,  équivalente  "p^  produit  des  côtés 
éffaux  PQ,  IHi  par  le  sinus  de  l'angle  compris  entre  eux,  c'est-à-dire, 
à  l'expression 
(3)  -^i'sinu, 

et  par  conséquent  à  une  quantité  infiniment  petite,  dont  l'ordre  a-\~2 
surpassera  de  deux  unités  l'ordre  du  contact  des  deux  courbes. 

Concevons  maintenant  que  l'on  projette  les  deux  courbes  et  le 
triangle  PQR  sur  un  plan  qui  ne  soit  pas  sensiblement  perpendiculaire 
au  plan  de  ce  triangle.  Les  deux  courbes  projetées  ,  ayant  la  même 
tant^ente  [en  vertu  d'un  principe  énoncé  à  la  page  ip4]>  seront  tan- 
gentes l'une  à  l'autre.  Désignons  par  [p],  [q) ,  (r)  les  projections  des 
trois  points  [P) ,  [Q) ,  [R] ,  par  ^  l'angle  compris  entre  les  plans  des 
triangles  PQR,  pqr,  et  par  <p  ,  x^  ^  'es  angles  que  les  droites  Tq, 
pu,  QR  forment  respectivement  avec  leurs  projections  pç,  yr,  qr. 
On  aura 

^  z=  PQcoscp  ii=;cos(p,        ;;7-= /'ffcos;:^^  = /cos;;^, 

[/A        {  _       ,  .   .    «  , 

^^'         1  ^r=  Q/^  cos'^' ^=  2,  /  sin-  .ces  %{/. 
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D'ailleurs  on- prouve  facilement  que  la  projection  de  la  surface  d'un  triangle 
sur  un  plan  quelconque  est  équivalente  a  cette  surface  niuhiplie'e  par  le  cosinus 
de  l'angle  aigu  compris  entre  le  plan  du  triangle  et  le  plan  sur  lequel  on  pro- 
jette ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  par  le  cosinus  de  F  angle  aigu  compris 
entre  des  droites  perpendiculaires  aux  deux  plans  dont  il  s'agit  *.  Donc  la 
surface  du  triangle  pqr  aura  pour  mesure  le  produit 

(5)  — /^  sin  a  .  cos  <A  :^  i-  sin  —  co  .  cos  ■ —  u .  cos  S^  , 

2,  2  2. 

et  le  sinus  de  l'angle  pqr  sera  équivalent  au  quotient  qu'on  obtient  en 
divisant  le  double  de  cette  surface  par  le  produit  pqy.qr,  c'est-à-dire, 
à  la  fraction 

//>  cos  T  i^-  cos  J^ 

(6)  :: 1 

^       '  COS  9.  COS  ,|, 

Donc  le  produit  de  ce  cosinus  par  la  droite  pq ,  ou  la  perpendiculaire 
abaisse'e  du  point  [p)  sur  la  droite  qr ,  sera  représenté  par 

,    .  .     cos  4  ffl- cos  / 

(7)  ' T^^ 

Or,  la  valeur  de  l'angle  «  étant  très  -  petite ,  et  celles  des  angles  Ç  , 
■)(^,  ^f^  étant  sensiblement  différentes  de  —  >  les  quantités 

cos-f-c»,      cos<A,      cos?,      cos;)^,      cos-^x 

auront  des'Valeurs  sensibles.  Cela  posé,  il  suffira  de  jeter  les  yeux  sur 
les  formules  (4)  et  sur  l'expression  (7)  pour  reconnaître,  i.  que  la  dis- 
tance ^  est,  dans  l'hypothèse  admise,  une  quantité  infiniment  petite 
de  l'ordre  a-k-i  ,  et  qu'elle  forme  avec  la  distance  pq  un  angle  pqr^  ^^  _^^  ^^ 
sensiblement  différefTt  de  zéro;  2.°  que  la  distance'»^ 'est  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre.    Observons  encore  que   la  tangente   commune 


'■  Pour  démonirer  ce  iliéorème,  que  l'on  peut  éiendre  à  une  surface  quelconque,  il  suffit 
di  recourir  à  la  formule  (81)  des  Préliminaires,  et  de  faire  coïncider  le  plan  sur  lequel 
on  projetie  avec  l'un   des  plans   coordonnés, 

Lefotts  ik  AI.  Caucity.    i .'-  Année.  AO  a 
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aux  Jeux  courbes  projetées  ,  se  confondant  à  très  -  peu  près  avec  fa 
droite  pç,  formera  elle-même  avec  la  sécante  ^r  un  angle  fini  et  sen- 
sible. Donc  [en  vertu  du  théorème  3  .'^  de  la  p.^  leçon]  les  courbes  pro- 
jetées ûiirotit  entre  elles ,  ainsi  que  les  courbes  proposées ,  un  contact  de 
Fordre  a. 

Si  le  plan  du  triangle /;</r  cfevenait  sensiblement  perpendiculaire  au 
plan  du  triangle  PQR,  mais  en  continuant  de  former  un  angle  sen- 
sible avec  les  côtés  T^,  ~Fr  ,  et  par  conséquent  avec  la  tangente 
commune  aux  deux  courbes  données,  le  contact  entre  les  deux  courbes 
projetées  ne  pourrait  être  que  d'un  ordre  égal  ou  supérieur  au  nombre  a. 
Alors,  en  effet,  les  distances  pq,  pr  seraient  encore  des  quantités  infi^ 
niinent  petites  du  premier  ordre,  tandis  que  la  distance  ^  serait  infini- 
ment petite  de  l'ordre  a-\-\  ,  ou  d'un  ordre  supérieur.  Or,  imaginons 
que,  dans  cette  nouvelle  hypothèse,  une  sphère  soit  décrite  du  point 
(/')  comme  centre  avec  un  rayon  égal  s.  pq ,  et  que  cette  sphère  coupe 
la  seconde  des  deux  courbes  projetées  en  [s).  Si  l'on  joint  le  point  (j) 
avec  les  points  [q)  et  (/•) ,  la  droite  Ts  sera  sensiblement  parallèle  à  la 
tangente  commune  aux  deux  courbes  projetées,  puisque  ses  extrémités 
seront  situées  sur  l'une  de  ces  courbes  à  des  distances  infiniment  petites 
du  point  {p).  Au  contraire,  la  droite  ^,  ou,  en  d'autres  termes,  la  base 
du  triangle  isocèle  pqs,  sera  sensiblement  perpendiculaire  à  la  même 
tangente.  Donc  le  triangle  qrs  sera  sensiblement  rectangle  en  s,  et 
par  suite  la  longueur  ^,  sensiblement  égale  au  produit  Jf  cos  [r q s)  , 
sera,  ainsi  que  la  longueur  qr,  un  infiniment  petit  de  l'ordre  û-k-\  ,  ou 
d'un  ordre  supérieur.  Donc,  en  vertu  du  théorème  2  de  la  9.^  leçon  , 
l  ordre  de  contact  des  deux  courbes  projetées  sera  ne'cessairement  e'gal  oa  supé- 
rieur au  nombre  a.  «s 

Concevons  à  présent  que,  tous  les  points  de  l'espace  étant  rapportés 
à  trois  axes  coordonnés  des  x,  y  et  1,  on  projette  successivement  les 
deux  courbes  données  sur  le  plan  des  x,  y  et  sur  le  plan  des  x,  i. 
Supposons  d'ailleurs  que  l'angle  compris  entre  l'axe  des  .v  et  la  tan- 
gente commune  aux  dçnx  courbes  diffère  sensiblement  d'un  angle  droit. 
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Cette  taiigente  ne  pourra  être  sensiblement  perpendiculaire  ni  au  plan 
des  x,y,  m  au  pian  des  .v ,  3,  attendu  que  l'un  et  l'autre  passent  par 
l'axe  des  a".  De  plus,  ces  derniers  plans  ne  pourront  être,  tous  les  deux 
à-ia-fois,  sensiblement  perpendiculaires  au  plan  du  triangle  PQR. 
Car,  dans  ce  cas,  leur  ligne  d'intersection,  c'est-à-dire,  l'axe  des  ,v  , 

formerait  nécessairement    un   anfde   très  -  peu    différent    de  —  avec  les 

droites  7^(7,  p~R  comprises  dans  le  plan  PQR,  et  par  conséquent  avec 
la  tangente  commune  aux  deux  courbes.  Cela  posé  ,  il  résulte  des 
principes  ci-dessus  établis  que,  dans  l'hypothèse  admise,  le  contact  des 
diiux  courbes  projetées,  i .°  sur  le  plan  des  x,  y,,  2."  sur  le  plan  des 
-v,  i,  sera  toujours  de  l'ordre  û ,  ou  d'un  ordre  supérieur,  et  sur  l'un 
des  deux  plans  au  moins,  de  l'ordre  a  seulement.  On  peut  donc  énon- 
cer la  proposition  suivante, 

3.^  Théorème.  Pour  obtenir  l'ordre  de  contact  de  deux  courbes  qui  se 
touchent  en  un  point  011  la  tangente  commune  ne  forme  pas  un  angle  droit 
avec  l'axe  des  x  ,  il  suffit  de  chercher  les  nombres  (]ui  indi(]uent  les 
ordres  de  contact  des  projections  des  deux  courbes  sur  le  plan  des  x ,  y  et 
sur  le  plan  des  x ,  i-  Chacun  de  ces  nombres,  s'ils  sont  égaux ,  ou  le  plus 
petit  d'entre  eux,  s'ils  sont  inégaux ,  indiquera  l'ordre  de  contact  des  courbes 
proposées. 

Corollaire  i."  Le  théorème  qui  précède  subsiste  également  ,  dans  le 
cas  où  les  variables  x,y,  i  désignent  des  coordonnées  rectangulaires, 
et  dans  le  cas  où  ces  variables  représentent  des  coordonnées  obliques. 

Corollaire  2,'  Lorsque  deux  courbes  à  double  courbure  se  touchent 
en  un  point  où  la  tangente  ne  forme  pas  un  angle  droit  avec  l'axe  des 
.V,  la  détermination  de  l'ordre  àw  contact  se  trouve  réduite  par  le  3.^ 
théorème  à  la  recherche  de  l'ordre  de  contact  de  deux  courbes  planes , 
c'est-à-dire,  à  un  problème  résolu  dans  la  (j.^  leçon. 

Corollaire ^^  Supposons  que  deux  courbes,  représentées  chacune  par 
deux  équations  entre  les  coordonnées  rectangulaires  ou  obliques  x,y,  1, 
aient  entre  elles  un  point  commun  correspondant  à  l'abscisse  .v,  et  en 


Aaa 
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ce  point  une  tangente  commune  non  perpendiculaire  à  l'axe  des  x ,  avec 
un  contact  de  l'ordre  a.  Soit  d'ailleurs  ii  le  nombre  entier  égal  ou  im- 
médiatement supérieur  à  a.  Enfin ,  admettons  que  l'on  prenne  l'abscisse 
A"  pour  variable  indépendante,  et  que  l'on  désigne  par  /,  /  ,  /", .  •  , 
Z  >  Z  '  Z  •  •  •  •  les  dérivées  successives  des  variables  7  et  :j  considérées 
comme  fonctions  de  x.  En  vertu  du  3.^  théorème,  et  des  principes  ex- 
posés dans  la  p.^  leçon  ,  les  quantités 


(8) 


y,       y  .      y  ,      7^"' , 

'  "  Cri) 


conserveront  les  mêmes  valeurs,  pour  le  point  dont  il  s'agit,  dans  le 
passage  de  la  première  courbe  à  la  seconde  ,  tandis  que  chacune  des 
quantités 

ou  au  moins  l'une  des  deux ,  changera  de  valeur. 

Corollaire  ^.''  Lorsque  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  ne 
forme  pas  i\n  angle  droit  avec  l'axe  des  .v,  et  que  l'ordre  de  contact  est 
un  nombre  entier,  il  suffit,  pour  déterminer  cet  ordre,  de  chercher  la 
plus  grande  valeur  qu'on  puisse  attribuer  au  nombre  entier  /;,  en  choi- 
sissant ce  nombre  de  manière  que  les  quantités  (8)  demeurent  toutes 
invariables  pour  le  point  de  contact  dans  le  passage  d'une  courbe  à 
l'autre.  Cette  valeur  de  h  indique  précisément  l'ordre  demandé. 

CoroUûire  jj  Si  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  formait  un 
angle  droit  avec  l'axe  des  x ,  elle  ne  pourrait  être  à-la-fois  perpendi- 
culaire au  plan  des  .v,  y  et  au  plan  des  .v ,  i-   Par  suite  elle  formerait 

un  angle  différent  de  —  avec  l'axe   des  /   et  avec  l'axe  des  i,  ou   au 

moins  avec  l'un  de  ces  deux  axes.  Donc,  pour  déterminer,  dans  cette 
hypothèse,  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes  à  l'aide  du  3.^  théorème, 
il  suffirait  de  substituer  à  l'axe  des  .v  l'axe  des  y  ou  l'axe  des  Z'  et  de 
remplacer  en   même   temps  le  plan  des  .v ,  7  ou  des  x,  y    par  le  plan 

des  y,  Z' 
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Le  j.^  théorème,  à  l'aide  duquel  on  fixe  aisément  l'ordre  de  contact 
de  deux  courbes  planes  ,  peut  être  remplacé  par  un  autre  théorème  qui 
n'est  sujet  à  aucune  restriction,  et  que  nous  allons  établir  en  peu  de 
mots. 

Soit  toujours  {P)  le  point  commun  à  deux  courbes  qui  se  touchent. 
Soient  encore  [Q] ,  (/?)  deux  autres  points  situés  sur  la  première  et  sur 
la  seconde  courbe,  également  éloignés  du  point  de  contact,  et  dont  les 
distances  à  ce  point  se  réduisent  à  une  longueur  infiniment  petite,  dé- 
signée par  /.  Enfin  ,  concevons  qu'à  partir  du  point  {P)  on  porte  sur  la 
seconde  courbe  un  arc  PS,  qui  ait  la  même  longueur  que  l'arc  PQ,  cjui 
soit  dirigé  dans  le  même  sens,  et  qui  aboutisse  au  point  {S).  La  sécante 
^S,  en  vertu  du  théorème  2  de  la  16."  leçon,  sera  sensiblement  per- 
pendiculaire, ainsi  que  la  sécante  QR  ,  à  la  tangente  commune.  De 
plus,  la  corde  ï?ï',  étant  comprise  entre  deux  points  de  la  seconde 
courbe  très-rapprochés  du  point  de  contact,  sera  sensiblemen  parallèle 
à  cette  tangente.  Par  conséquent,  dans  le  triangle  rectiligne  QRS ,  les 
côtés  ^7^  et  ^S  fijrmeront  avec  le  troisième  côté  KS  des  angles  dont 
chacun  différera  très -peu  d'un  angle  droit.  Donc  le  rapport  entre  les 
deux  premiers  côtés,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  rapport  entre  les 
sinus  des  angles  opposés,  différera  très-peu  de  l'unité;  et  l'on  aura,  en 
désignant  par  /  une  quantité  infiniment  petite  , 

(10)  Q^=  Ô^  (H-/)  =  (i -h/)  2/sin-^.  . 


D'autre  part,  comme  le  rapport  entre  l'arc  PQ  et  la  corde  PQ  =  i 
aura  pour  limite  l'unité,  on  trouvera  encore,  en  désignant  par  /  une 
quantité  infiniment  petite, 

(11)  arc  PQ  =  {i  -h- J)i. 

Cela  posé,  admettons  que  ,  les  deux  courbes  ayant  entre  elles  un  contact 
de  l'ordre  û,  l'on  considère  le  rayon  vecteur  /  comme  un  infiniment  petit 
du  premier  ordre.   11  est  clair  que  l'arc  PQ   sera  encore  un  infiniment 
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petit  du  premier  ordre  ,  tandis  que  la  distance  ^ï'  sera  de  l'ordre 
ï/-f-i.  Ajoutons  que  l'ordre  de  cette  distance  ne  variera  pas  [voyei  le 
3.^  corollaire  du  lemme  4  de  la  p/  leçon],  si  l'on  prend  pour  base  l'arc 
PQ  ou  une  quantité  telle  que  l'arc  PQ  reste  infiniment  petit  du  premier 
ordre.  Ces  remarques  suffisent  pour  établir  le  nouveau  théorème  que  nous 
allons  énoncer, 

4.*  Théorème.  Pour  obtenir  l'ordre  du  contact  de  deux  courbes  cjui  se 
touchent  en  un  point  donne' ,  il  suffit  de  chercher  le  nombre  qui  repre'seute 
l'ordre  de  la  distance  infiniment  petite  comprise  entre  les  extrémités  de  deux 
longueurs  égales  porte'es  sur  les  deux  courbes  à  partir  du  point  de  contact , 
dans  le  cas  où  ces  mêmes  longueurs  deviennent  infiniment  petites  du  premier 
ordre.  Le  nombre  dont  il  s'agit ,  diminue'  d'une  unité ,  indique  toujours  l'ordre 
du  contact. 

Corollaire  t."  Soit  i  la  quantité  infiniment  petite  qui  représente  cha- 
cune des  deux  longueurs  mentionnées  dans  le  4-"  théorème.  Désignons 
en  outre  par  x,y,i  et  par  ^,  vi,  ^  les  coordonnées  des  points  aux- 
quels ces  longueurs  aboutissent  sur  la  première  et  la  seconde  courbe. 
Enfin  ,  soit 

(12)  ^=/[(.v-^)^  +  (j-r)^H-(2-^)»] 

la  longueur  de  la  droite  menée  du  point  (^,  y\ ,  ^)  au  point  (v,^',^). 
Si  Ion  considère  /'  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et  si 
l'on  appelle  a  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes,  la  distance  v  sera 
[en  vertu  du  3 ."  théorème ]  un  infiniment  petit  de  l'ordre  a-\-\.  Par 
suite,  le  carré  de  cette  distance,  ou  la  somme 

(13)  {=^-ir  -^[y-^Y-^ki-Q^ 

sera  un  infiniment  petit  de  l'ordre  2c7-+-2,  ce  qui  exige  que  des  trois 
différences 

(i4)     •  ^  — ^,    ;■  — 1,     s  — Ç. 

l'une  au  moins  soit  de  l'ordre  a-V-  \  ,  les  deux  autres  étant  du  même 
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ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé.  On  arriverait  à  la  inéine  coiuljsioa  en 
observant  que  les  valeurs  numéiiques  des  expressions  (i4)  représentent 
les  projections  de  la  distance  i^  sur  les  axes  des  x ,  y  et  ^.  En  effet ,  il  est 
aisé  de  reconnaître  ç^\\une  distance  injiniment  petite  et  sa  projection  sur  un 
axe  <juelconque  sont  en  général  des  quantités  de  même  ordre.  Seulement  l'ordre 
de  la  projection  peut  surpasser  l'ordre  de  la  distance ,  dans  le  cas  oh  celle-ci 
devient  sensiblement  perpendiculaire  à  l'axe.  Mais  il  est  clair  que  cette  der- 
nière condition  ne  saurait  être  remplie  à -la-fois  pour  les  trois  axes  des 
X ,  des  /  ,  et  des  1. 

■  Corollaire  2/  Conservons  les  mêmes  notations  que  dans  le  corollaire 
précédent.  Soit  toujours  a  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes  don- 
nées ,  et  désignons  par  //  le  nombre  entier  égal  ou  immédiaiement 
supérieur  à  a.  Puisque,  la  quantité  /  étant  regardée  comme  infiniment 
petite  du  premier  ordre,  l'une  des  trois  différences 

(i4)  x  —  ^.     y  —  v\  ,      z  —  C 

devra  être  de  l'ordre  a-\-i  ,  les  deux  autres  étant  du  même  ordre  ou 
d'un  ordre  plus  élevé  ;  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  dans  la  p.'  leçon 
[pages  122  et  123]  que,  si  l'on  prend  /'  pour  variable  indépendante. 


(15) 


--^ 

di     ' 

y      ^' 

d{y->^) 
di           ' 

2-C. 

ri; 

di' 


d' 

•(X- 

-l. 

di" 

d" 

(.V- 

-«) 

di" 

d" 

c^- 

-0 

di'       ' dr 


s'évanouiront  avec  /,  tandis  que  chacune  des  dérivées 
(16) 


di'^'  di"*'         '  di"^ 


ou  du  moins  l'une  d'entre  elles,  cessera  de  s'évanouir  pour  i—o.  Soient 
d'ailleurs  s  et  ^  les  arcs  renfermés,  i .°  entre  un  point  fixe  de  la  première 
des  courbes  données  et  le  point  mobile  [xiy.  z)  '   -•"  ^ft^^  ""  point 
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de  la  seconde  courbe  et  le  point  (^,  »i,  (^)  ;  et  admettons  que  ces  nou- 
veaux arcs  soient  dirigés  dans  le  même  sens  que  l'arc  /,  Comme  les  trois 
variables  /',  s  et  i  différeront  entre  elles  de  quantités  constantes,  on  aura 

(17)  di  z=i  ds  ■=z  de,; 

et  l'on  pourra  prendre  pour  variable  indépendante,  quand  il  s'agira  de 
la  première  courbe,  s  au  lieu  de  i ;  quand  il  s'agira  de  la  seconde  courbe, 
c,  au  lieu  de  /'.  Cela  posé,  les  expressions  (15)  et  (16)  deviendront  res- 
pectivement 

'"^       Ç  '  ~Ts       TT  '  ~d?-       ~d~^ ' TF      dV  ' 

dy  d  r\         d'y  d^  r  d" y  4°  « 

(i8)     ^    7       ^  ' 'Ts       77'~d?      ~TF T^~"7Z' 

2         ^  '    ds  dç   ^    ds'         d  r  ' ds"         dr  ' 

et 

(    )        Sl^-J-11-    £2Li__Al:li_    J21^_12LL 

En  égalant  les  quantités  (i8)  à  zéro,  l'on  formera  les  équations 

y        dx    _  dl        d'x  _  d'^  d"  X    __    d"  ^ 

■'''  —  ^  '  IjT  "  "77 '  TF ~ ir?'  ' ds"    "" ~dV~ ' 


M      y  —  ""'— 


dy  dn        d'y    ^    <^^  "  ^"y  d"  r\ 

~ "dV '  ds-  ~ YT'  ' ds"  ~ 'dT' ' 


2  =  ^. 


ds  d  ç     ""    ds'  di'     ' ds"  dç'     ' 


qui  devront  toutes  se  vérifier  par  le  point  de  contact  des  courbes  pro- 
posées,  tandis  que,  pour  le  même  point,  chacune  des  expressions  (ip), 
ou  au  moins  l'une  d'entre  elles,  obtiendra  une  valeur  différente  de  zéro. 
Si  maintenant  on  observe  qu'on  peut  sans  inconvénient  substituer  , 
quand  il  s'agit  de  la  seconde  courbe,  les  lettres  .v .  y,  i  ei  s  aux  lettres 
^,  1,  (^  et  <;,  on  arrivera  immédiatement  au  théorème  que  nous  allons 
énoncer. 
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5/  Théorème.  Etant  proposées  deux  courbes  qui  se  touchent  en  un  point, 
si  ion  considère  les  coordonnées  x .  }' .  Z  ^^  chacune  d'elles  comme  des  fonc- 
tions de  l'arc  s  pris  pour  variable  indépendante ,  et  si  ion  suppose  cet  arc 
compté  sur  chaque  courbe  de  telle  manière  qu'il  se  prolonge  dans  te  même  sens 
pour  les  deux  courbes  au-delà  du  point  de  contact  ;  non-seulement,  pour  le 
point  dont  il  s'agit ,  les  variables  x ,  y,  i,  et  leurs  dérivées  du  premier  ordre 

d  X  d  y 


>       — 7—  •>      — ; —   > 


d  s  d  s  d  s 

ne  changeront  pas  de  valeur  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la  se- 
conde,  mais  il  en   sera  encore  de  même  des  dérivées  successives 


d'  X  </!  X  d-  Y         d' y  d'  i        ,/; 


■c 


'       ;  i~  '   •  •  •    — : — :~  '     ~; — r   '   •  •  •   ^  /~,    '       ,  ,    ' 


d  s^  ds'  d  s^-  ds-'  ds'-         ds^ 

Jusqu'à  celles  dont  iordre  sera  indiqué  par  le  nombre  entier  égal  ou  immédia- 
tement supérieur  à  iordre  du  contact.  Celles  -  ci  seront  les  dernières  qui  rem- 
pliront la  condition  énoncée  ,  en  sorte  que  les  trois  suivantes  ,  ou  au  moins 
iune  des  trois  ,  changeront  de  valeur ,  quand  on  passera  d'une  courba  a  1  autre. 
Corollaire  1."  Si  les  Jeux  courbes  ont  entre  elles  un  contact  de 
l'ordre  //,  n  désignant  un  nombre  entier,  alors,  dans  le  passage  de  la 
première  courbe  à  la  seconde,  chacune  des  quantités 


dx  d  X  d" 

ds      '  ds-     '    •■•••••    T. 

d  y  d' y  d'y 


!       \  a  y  a   y  «     ;- 


di  d^i  d^i 


» —TT'  ' 


ds-         d 


conservera  la  même  valeur  pour  le  point  de  contact,  tandis  que  chacune 
des  trois  dérivées 


(^^) 


d"-^' X  d'+'y  d'-+' i 

ds-'+'      '  ds"-*-'      '  d  s^+' 


ou  au  moins  l'une  des  trois,  prendra  une  valeur  nouvelle. 

Leçons  de  AI.  Cauchy.  i  .^  Aance.  B  b  b 
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Corollaire  2.'    Soit 

(23)  r  —  ^{x.  y,  i) 

une  fonction  quelconque  des  trois  variables  x,  y,  z.   Si  l'on  considère 
ces  variables  elles-mêmes  comme  des  fonctions  de  s  propres  à  repré- 
.  senter  les  coordonnées  de  la  première  ou  de  la  seconde  courbe  ,  r  de- 
viendra pareillement  fonction  de  J ,  et  l'on  trouvera 


,/. 


ds 


ds 


d^{x,Y,z)       '^^ 
d  X  d  s 

dg{x,y,i)     ^x 
ds' 


d:f{x,y,i)       dy 
dy  ds 

d^[x,y,i)     d'y 


(^4) 


dx  d  s'  dy  ds 

dx'      UW  'Jy      wJ 

d'^(x,y,z)  dydi 


d^[x,y,i)       di 
di  ds 

dê[x,y,i)      d'i 
ds' 


ds 


dy/i^       dsds 


-+-2 


dy 


dr  dy 


d  s  ds 


d'^[x,y,t,  /dzy 

ds'  \dsj 

,    d^^[x,y,Z\  dxdy 

~       dx  dy  ds  ds 


Sic. 


dS[y,y.z)     d\r     ,     d:?{x,y,z)    d" 


dHx,y,i)      d\ 
\       ds  dx  ds  dy  ds  dz  ds 

Or  de  ces  dernières  équations  jointes  au  théorème  i ."  il  résulte  que, 
si  les  deux  courbes  proposées  ont  entre  elles  un  contact  de  l'ordre  n  , 
chacune  des  quantités 

-  .  dr  di{x,yrà        d'r_£^[x^^  d'r  _  d"g{x,y,i) 

(25)  r=^{x,y,z),^T^ — Ts — '  TF" — d7^~' '-■ 'd7^-'~7? — ' 

conservera  la  même  valeur  pour  le  point  de  contact  ,  dans  le  passage 
de  la  première  courbe  à  la  seconde.  C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple, 
si  l'on  prend  pour  r  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  au  point  (.v,;',  i) 
et  déterminé  par  la  formule 

(26)  r=:^{x^^y-^z^). 

Ajoutons  que  la  dérivée 


DU  CALCUL  INFINITESLMAL.  379 


(27)  — 

déterminée  par  l'équation 

^       t        </j"+i  dx       ds"+'  dy       ds"+'  di        ds'+' 

changera  ordinairement  de  valeur  quand  on  passera  de  ia  première 
courbe  à  la  seconde,  parce  que  chacune  des  expressions  (22)  ,  ou  au 
moins  l'une  des  trois  ,  prendra  une  valeur  nouvelle.  Néanmoins  le 
contraire  pourrait  avoir  lieu  dans  certains  cas  particuliers,  par  exemple, 
si  les  valeurs  de  x ,  y ,  i  relatives  au  point  de  contact  réduisaient  a 
zéro,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (28),  les  coefficiens  des 
expressions  (22)  ,  ou  au  moins  le  coefficient  de  celle  dont  la  valeur 
changerait.  La  même  remarque  s'applique  aux  dérivées 

.        V  el''+^r  d'+'T 

(29)  -77^:^^  -77^'        ^' 


Corolhiire  j.'  Cojicevons  maintenant  que  l'on  veuille  prendre,  au  lieu 
de  s,  la  quantité  r  =  ^[x,)',  i)  pour  variable  indépendante.  Alors  on 
pourra  concevoir  que,  les  coordonnées  x,y,  1  étant  toujours  fonction 
de  s,  s  devienne  fonction  de  r;  et  l'on  tirera  de  l'équation  (23),  diffé- 
renciée plusieurs  fois  par  rapport  à  r , 

di[x,y,-^)        ds 


'    ds  d^ 


(30) 


d^{x,y,^)        d^  d'-^{x,y,i]      /   ds   y 

°   ds  dr^     ~^  ds-  \  dr   ) 

&C 

d^{x,y,i)        d' s  „_ 

G  =    j^-^ —^  -h  &C 

ds  d  r° 


Or  des  formules  (30)  réunies  au  corollaire  2  il  résulte  que,  si  les  deux 
courbes  proposées  ont  entre  elles  un  contact  de  l'ordre  n,  les  quantités 


) 


,,  d  s  d-  s  _  d    s 

(3O  "77'     -TTT'     ^^ -77^ 
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conserveront  en  général  les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de  contact, 
quand  on  passera  de  la  première  courbe  à  la  seconde.  En  substituant 
ces  valeurs  dans  les  équations 

!dx         dK  ds     d'x         dx  d's         d^xfds^     „  d'x         dxd"s  „ 

dr         ds  dr     ds'         ds  dr"-         ds-\dr)  d r"         ds  dr" 

dy         dy  ds     d^y  __  dy  d' s         dy/dsy  dy         dy  d"  s 

dr         dsdr     ds-         ds  dr  ds-\drj  dr"         dsds" 

^i^dz^/ii^^ti^  iir'iv,  &c...  ti^^itL^  &c... , 
dr         dsdr     d  s'  dsdr'  ds-\drj  dr"  dsdr" 

et  ayant  égard  au  corollaire  i /'' ,  on  parviendra  aux  conclusions  sui- 
vantes. 

Si  les  deux  courbes  proposées  ont  entre  elles  un  contact  de  l'ordre 
11,  et  si  l'on  prend  rz=.J[x,y,  i)  pour  variable  indépendante,  non- 
seulement  les  coordonnées  x,y,  i,  mais  encore  leurs  dérivées  jusqu'à 
celles  de  l'ordre  //,  savoir  , 

dx                   d'x                   d^  X  d'x 

1T   '  dr^      '  "TTT  '      dr"     "* 


dy                   d'y                   d}  y  d'-y 

1T  '  ~d7^   '  dr'      '      dr- 


dl  d'z  d^i  d"i 

d  r  d  r-  dr'>  d  r" 

conserveront  généralement  les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de 
contact,  quand  on  passera  de  la  première  courbe  à  la  seconde.  On  doit 
toutefois  excepter  certains  cas  particuliers ,  dans  lesquels  les  valeurs  des 
expressions  (33),  ou  de  quelques-unes  d'entre  elles,  tirées  des  formules 
(30)   et  (32),    se  présenteraient,   pour   l'une  et  l'autre  courbe,  sous  la 

...         .,0  00  ..  ,  .ji 

forme  indéterminée  —  ou  —  -,  et  varieraient  néanmoins  dans  le  passage 

d'une  courbe  à  l'autre.  Dans  tous  les  autres  cas,  le  corollaire  i .""  ne 
cessera  pas  d'être  vrai ,  si  à  la  variable  s  on  substitue  la  variable  r  liée 
par  une  équation  finie  quelconque  aux  coordonnées  x,y,  i-  Seulement, 
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après  cette  substitution,  l'on  ne  pourra  pas  toujours  affirmer  que,  pour 
le  point  de  contact,  l'une  au  moins  des  trois  dérivées 


d"-^'  X 
df^' 


d''+'  y 
dr'-+^ 


dr"+' 


change  de  vaieia-  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la  seconde. 

Corollaire  ^/  Supposons  que,  l'ordre  du  contact  des  deux  courbes 
données  étant  égal  à  // ,  on  prenne  toujours  r  pour  variable  indépen- 
dante, et  que  l'on  désigne  par 

p ,        q  ,        &c 

de  nouvelles  fonctions  des  coordonnées   x,y,  1.   On  aura 

dp    dp       dx  dp       dy 


{l\) 


dr             dx 

dr 

d''  p             dp 

d-x 

dr-              dx 

dr-- 

'      dx- 

m 

dp 


d  y       dr 
dp       d-  y 


dl      dr 


d'Z 


d-  p      dy  (f^ 
"  dy  d-^    dr  dr 


dy       dr-  d -^  dr- 

d-p    Idyy  d'p  ldi\ 

dy-    \dr}    ~^   dl-  \dr) 

d' p    d^  dx 


&C 

d-^p    dp 


d-x 


d^dx  dr  dr 


dp       d''y 


d' p    dx  dy 
dx  dy   dr  dr 


dp 


dr'' 


dr" 


dy       d  r" 


dr- 


-H  Sic. 


et,  comme  les  expressions  (33)  conserveront  en  général  les  mêmes 
valeurs,  relatives  au  point  de  contact,  dans  le  passage  de  la  première 
caurbe  à  la  seconde  ,  il  est  clair  qu'on  pourra  en  dire  autant ,  non- 
seulement  des  fonctions  dérivées 


dp 


JlL. 

dr- 


d^p 


^35i  dr     '  dr- dr" 

dont  les  valeurs  seront  déterminées  par  les  formules  [i^)  ,  mais  encore 

des  différentielles 

(3e)  Jj} ,        d^p,      tfp. 
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On  arriverait  à  des  conclusions  semblables  en  substituant  la  fonction 
-7  à  la  fonction  p.  Enfin  on  pourrait  échanger  entre  elles  les  quantités 
p ,  <] ,  r  de  toutes  les  manières  possibles.  Ainsi,  par  exemple,  on  re- 
connaîtrait qu'en  général  les  différentielles 

f  dq  ,         d^q  ,       d'q  , 

'"'       i  Jr.       </. ^r, 

prises  par  rapport  à  la  variable  p  considérée  comme  indépendante,  con- 
servent les  mêmes  valeurs  relatives  au  point  de  contact  ,  tandis  qu'on 
passe  d'une  courbe  à  l'autre. 

Corollaire  j/  Rien  n'empêche  de  supposer,  dans  les  corollaires  z  et  i  , 

r  z=z  X. 

Alors  celles  des  expressions  (33)  qui  renferment  la  variable  x  se  rédui- 
sent la  première  à  l'unité,  les  autres  à  zéro,  et  celles  qui  renfeiment 
y  ou  z  deviennent  respectivement 


(38) 


Donc',  si  les  deux  courbes  proposées  ont  entre  elles  un  contact  de 
l'ordre  u ,  et  si  l'on  prend  x  pour  variable  indépendante,  non-seulement 
les  coordonnées  y,  i>  '""^'s  encore  leurs  dérivées  successives  jusqu'à 
celles  de  l'ordre  // ,  conserveront  en  général  les  mêmes  valeurs  relatives 
au  peint  de  contact  dans  le  passage  de  la  première  courbe  à  la  seconde. 
Ajoutons  que,  dans  ce  passage,  les  dérivées  de  l'ordre  ^-hi  et  les  sui- 
vantes prendront  ordinairement  des  valeurs  nouvelles.  Néanmoins  le 
contraire  peut  avoir  lieu  dans  certains  cas  particuliers  ,  conformément 
à  l'observation  déjà  faite  [page  143]  pour  le  cas  où  chacujie  des  courbes 
devient  plane. 


dy 
dx    ' 

d^y 

dx^'      "• 

d'y 
■•         dx"     ' 

dl 
dx' 

d^-l 

dx^     '      •" 

d^Z 
•   ■         dx-     ' 
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Lorsque  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  ne  forme  pas  un 
angle  droit  avec  l'axe  des  x ,  chacune  des  quantités 


{}9)  -7-T^> 


dx'+'  dx"+'- 

ou  au  moins  l'une  des  deux,  change  nécessairement  de  valeur  dans  le 
passage  d'une  courbe  à  l'autre ,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  remarqué  [  voyei  le 
corollaire  3  du  3.^   théorème]. 

Nous  observerons  en  finissant  qu'on  peut  toujours  choisir  l'axe  des  x 
de  manière  qu'il  forme  avec  la  tangente  commune  à  deux  courbes  don- 
nées un  angle  différent  d'un  angle  droit.  Cela  posé,  si  l'on  réunit  le 
corollaire  3  du  3.*^  théorème  au  théorème  i.^''  de  la  18."^  leçon,  l'on  en 
conclura  généralement  que  deux  courbes  qui  ont  entre  elles  un  contact 
du  second  ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé  ,  sont  osculatrices  l'une  de 
l'autre,  et  réciproquement  que  deux  courbes  osculatrices  l'une  de  l'autre 
ont  toujours  entre  elles,  au  point  d'osculation  ,  un  contact  du  second 
ordre  ou  d'un  ordre  supérieur  à  2. 
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VINGT-DEUXIÈME   LEÇON. 

Sur  les  divers  Ordres  de  Contact  des  Surfaces  courbes. 


Considérons  deux  surfaces  qui  se  touchent  en  un  point  donné  [P). 
Si  par  le  point  [P)  on  mène  un  plan  normal  aux  deux  surfaces  ,  les 
deux  lignes  d'intersection  seront  tangentes  l'une  à  l'autre  ;  et  si  l'on 
fait  tourner  ce  pian  autour  de  la  normale ,  les  deux  lignes  dont  il  s'agit 
changeront  en  général  de  position  et  de  forme.  Q.uant  au  nombre  qui 
représentera  l'ordre  de  contact  de  ces  deux  lignes,  il  pourra  ou  demeu- 
rer toujours  le  même,  ou  changer  de  valeur  avec  la  position  du  pian 
normal.  Or,  ce  noinbre,  quand  il  est  invarial^ie ,  ou  sa  vaiem  minimum, 
dans  le  cas  contraire,  sert  à  mesurer  ce  qu'on  appelle  ïor/ire  de  contact 
des  deux  surfaces.  Soit  a  cet  ordre;  et  supposons  que,  les  deux  sur- 
faces étant  coupées  par  un  plan  normal  quelconque,  c'est-à-dire,  par  uji 
pian  qui  renferme  la  normale  commune,  on  nomme  {(2),  [R)  les  points 
011  les  courbes  d'intersection,  prolongées  dans  un  certain  sens  ,  sont  ren- 
contrées par  un  arc  de  cercle  décrit  du  point  [P)  comme  centre  avec 
un  rayon  très -petit  désigné  par  /.  Si  l'on  considère  ce  rayon  comme 
infiniment  petit  du  premier  ordre  ,  la  distance  i^R  ,  variable  avec  la 
position  du  plan  normal,  sera  elie-même  une  quantité  infiniment  petite 
d'un  ordre  marqué  par  un  nombre  constant  ou  variable  dont  a  -\-  i 
représentera  la  valeur  unique  ou  la  valeur  minimum. 

Concevons  maintenant  que  par  le  point  {Q)  ,  situé  sur  la  première 
surface,  on  mène  ui:e  sécante  parallèle  à  une  droite  qui  forme  avec  le 
pian  tangent  commun  aux  deux  surfaces  un  angle  i^  sensiblement  différent 

de  zéro,  mais  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  -^,  et  que  cette  sécante 

n. 
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coupe  [a  seconde  surface  en  (S).  Dans  le  triangle  QRS,  le  côté  ~RS , 
sensiblement  parallèle  au  plan  tangent  ,  puisqu'il  sera  compris  entre 
deux  points  de  la  seconde  surface  très-rapprochés  du  point  de  contact, 
formera  évidemment  avec  les  côtés  QR,  QS  des  angles  finis,  dont  le 
premier  différera  très -peu  d'un  angle  droit,  tandis  cjue  le  second  sera 
égal  ou  supérieur  à  J^.  Donc,  si  l'on  désigne  par  /  une  quantité  infini- 
ment petite,  et  par  A  un  angle  compris  entre  les  limites  j^  et  -^  5  on 
aura 


SI 


<2^  = 


"(t-') 


sin  A 


QR. 


Or,  il  résulte  de  cette  dernière  formule  que  la  distance  infiniment  petite 
QS  sera ,  pour  toutes  les  positions  du  plan  normal ,  de  même  ordre  que 
la  distance  QR.  De  plus,  comme  le  rapport  entre  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  {P)  sur  la  droite  QS  ou  sur  son  prolongement  et  le 
rayon  vecteur  PQ^^  i  sera  équivalent  au  sinus  de  l'angle  PQS  formé 
par  la  droite  QS  avec  une  droite  PQ  sensiblement  parallèle  au  plan 
tangent,  et  par  conséquent  à  une  quantité  finie  différente  de  zéro,  cette 
perpendiculaire  sera  évidemment  une  quantité  infiniment  petite  du  pre- 
mier ordre.  De  ces  diverses  remarcjues  on  déduit  immédiatement  la 
proposition  suivante. 

ï."  Théorème.  L ordre  de  contact  de  deux  surfaces  qui  se  touchent  en 
un  point  donne'  [P) ,  est  inférieur  d'une  unité  à  la  valeur  unique  ou  a  la  valeur 
mininium  du  nombre  qui  représente  l'ordre  de  la  distance  infiniment  petite 
comprise  entre  les  points  (Q),  (S)  où  elles  sont  rencontrées  par  une  sécante  tpui 
forme  avec  le  plan  tangent  commun  à  ces  deux  surfaces  un  angle  sensible  , 
lorsque  l'on  considère  la  distance  du  point  de  contact  à  la  sécante  dont  il 
s'agit  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre. 

Supposons  que  l'on  ait  mené  par  le  point  [P]  un  plan  quelconque 
qui  forme  un  angle  sensible  avec  le  plan  tangent.  Ce  plan  coupera  les 
deux  surfaces  suivant  deux  nouvelles  courbes.  De  plus,  on  pourra  con- 
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cevoir  que  la  sécante  ci -dessus  mentionnée  coïnciJe  avec  une  droite 
comprise  dans  ce  même  plan  ;  et  alors,  en  comparant  le  théorème  pré- 
cédent au  3/  théorème  de  la  p,*  leçon  ,  on  établira  sans  peine  une 
proposition  que  nous  allons  énoncer. 

2.^  Théorème.  Lorsque  deux  surfaces  ont  entre  elles  en  un  point  donné 
un  contact  de  l'ordre  a ,  tout  plan  normal  ou  oblique  qui  forme  un  angle 
sensible  avec  le  plan  tangent  commun  a  ces  deux  surfaces ,  les  coupe  suivant 
deux  courbes  qui  ont  entre  elles  un  contact  de  l'ordre  a  ou  d'un  ordre 
supe'rieur. 

Il  importe  d'observer  ici,  non-seulement  que  les  sections  faites  dans 
les  deux  surfaces,  par  un  plan  normal  ou  oblique  qui  renferme  le  point 
commun  ,  peuvent  avoir  cjitre  elles  un  contact  d'un  ordre  beaucoup 
plus  élevé  que  le  nombre  a ,  mais  qu'elles  peuvent  même,  dans  certains 
cas,  se  confondre  entièrement  l'une  avec  l'autre.  Alors  le  nombre  qui 
3eprésente  l'ordre  de  contact  des  deux  sections  prend  une  valeur  infinie. 
Ajoutons  que  ces  deux  sections  se  réduisent  quelquefois  à  une  seule 
droite.  On  peut  offrir  pour  exemple  la  génératrice  commune  à  deux 
surfaces  coniques  ou  cylindriques  qui  se  touchent  en  un  point  donné. 

Si  les  deux  surfaces  sont  représentées  par  deux  équations  entre  les 
coordonnées  rectiiignes  x,  y,  1,  et  si  le  pian  tangent  mené  par  le  point 
commun  n'est  pas  sensiblement  parallèle  à  l'axe  des  i,  alors,  en  sup- 
posant la  sécante  QS  parallèle  à  ce  même  axe,  on  déduira  immédia- 
tement du  théorème  i  ."■  la  proposition  suivante. 

j.''  Théorème.  Pour  obtenir  l'ordre  de  contact  de  deux  surfaces  qui  se 
louchent  en  un  point  où  le  plan  tangent  n'est  pas  parallèle  a  l'axe  des  i,  il 
sujpt  de  mener  une  ordonnée  très  -  voisine  du  point  de  contact ,  et  de  chercher 
la  valeur  unique  ou  la  valeur  minimum  du  nombre  constant  ou  variable  qui 
représente  l'ordre  de  la  portion  infiniment  petite  d'ordonnée  comprise  entre  les 
deux  surfaces ,  dans  le  cas  où  l'on  considère  la  distance  du  point  de  contact 
à  l'ordonnée  comme  infiniment  petite  du  premier  ordre.  Cette  valeur  unique , 
ou  cette  valeur  minimum ,  diminuée  d'une  unité,  indique  l'ordre  du  contact. 
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Corollaire  //''   Soient 

les  équations  des  deux  surfaces  courbes.  Elles  auront  un  point  commun 
correspondant  à  un  système  de  valeurs  données  des  variables  x,y  ,  et 
en  ce  point  un  plan  tangent  commun,  non  parallèle  à  l'axe  des  1  [voypi 
la  16/  leçon,  page  290],  si,  pour  les  valeurs  proposées  de  x,  y,  les 
formules  (1)  et  (2)  fournissent  des  valeurs  égales  et  finies,  non-seule- 

ment  de  l'ordonnée  2>  mais  encore  de  ses  dérivées  partielles  p  ^z--p- ■> 
(]  z=i  —~  5  en  sorte  que  les  équations 

(3)  f{^'>')  =  F{-'y)^ 

et 

,>  dfjx^y)     _     dF{x,v)  df{x,y)     dF{x,y) 

^^1  dx  dx  '  dy  dy 

soient  vérifiées,  et  que  les  deux  membres  de  chacune  d'elles  conservent 
des  valeurs  finies.  Dans  cette  hypothèse,  la  différence 

(5)  F[^'y)  -/((-V'7). 

qui  s'évanouira  pour  les  valeurs  de  .v  et  de  y  relatives  au  point  com- 
mun ,  deviendra  infiniment  petite,  quand  les  variables  x,y  recevront 
des  accroissemens  infiniment  petits  A.v,  ù^y ;  et,  si  l'on  considère  la 
distance 

(6)  •  |/(A;c'-f- A/) 

comme  érant  un  infiniinent  petit  du  premier  ordre,  l'ordre  de  la  quan- 
tité infiniment  petite,  qui  représentera  la  nouvelle  valeur  de 

F[^,y)  —  f[^,y). 

surpassera  d'une  unité  l'ordre  de  contact  des  deux  surfaces.  Il  importe 
d'ailleurs  d'observer  que  l'expression  (<5)  sera  une  quantité  infiniment 
petite  du  premier  ordre,  si  chacun  des  accroissemens  Aat,  ^y  est  un 

ccc'^ 
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infiniment  petit  de  cet  ordre ,   ou  si  l'un  d'eux  est  du  premier  ordre  ,' 
l'autre  étant  nul  ou  d'un  ordre  supérieur. 

Corollaire  2/  Si  les  deux  surfaces  se  touchent  en  un  point  de  l'axe 
des  1,  mais  de  manière  que  cet  axe  ne  soit  pas  renfermé  dans  le  plan 
tangent  mené  par  le  point  de  contact,  il  suffira,  d'après  ce  qu'on  vient 
de  dire,  pour  déterminer  l'ordre  du  contact,  de  chercher  le  nombre  qui 
indiquera  l'ordre  de  la  différence  F{.x , y)  —  f{x , y)  y  en  considérant  les 
deux  variables  x,  y  comme  des  infiniment  petits  du  premier  ordre,  et 
de  diminuer  ce  nombre  d'une  unité.  En  opérant  ainsi,  on  reconnaîtra 
que  les  quatre  surfaces  représentées  par  les  quatre  équations 

ont  toutes  entre  elles  ,  à  l'origine  des  coordonnées,  un  contact  du  pre- 
mier ordre,  tandis  qu'au  même  point  les  deux  surfaces 

iz=x^-^y\        i  =  x''-^'  ~\-y"^'  , 
ont  un  contact  de  l'ordre  11,  et  les  deux  surfaces 

il  s  j 

l  =  x'-\-y\         i=ix~^-\-y~\ 

im  contact  de  l'ordre  — 1  m  —  • 

4  4 

Corollaire  j.'  Supposons  que  les  surfaces  (i)  et  (2)  aient  un  point 
commun  correspondant  aux  coordonnées  a-,  y,  et  en  ce  point  un  plan 
tangent  commun,  non  parallèle  à  l'axe  des  i,  avec  un  contact  de  l'ordre 
a  ;  soit  d'ailleurs  //  le  nombre  entier  égal  ou  immédiatement  supérieur 
à  lU  La  différence 

(/)  F{x,y)   —f{x,y) 

s  évanouira;  et,  si  l'on  désigne  par  A.v,  à.y  des  accroissemens  infiniment 
petits  du  premier  ordre  attribués  aux  coordonnées  x,  y,  l'expression 

(7)  /^(.v-4-Aa-,  y-^Ay)  —f{x-i-Ax,  y-i-ùy) 
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sera  [en  vertu  du  corollaire  i/'']  un  infiniment  petit  de  l'ordre  ^-+-1. 
D'ailleurs  ,  pour  que  les  accroissemens  A.v,  Ay  soient  infiniment  petits 
du  premier  ordre,  il  suffira  de  prendre 

(8)  A  X  =:  ai  d  X  ,         Ay  ■=.  a.dy  , 

en  désignant  par  et  une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre,  et 
en  donnant  aux  différentielles  dx ,  dy  des  valeurs  finies.  Alors  l'expres- 
sion (7)  se  présentera  sous  la  forme 

(9)  F{x-^ctdx,   y-i-ccdy)  — /{x-^etdx,  y-i-abdy). 

Donc ,  si  l'on  considère  la  variable  et  comme  infiniment  petite  du  pre- 
mier ordre,  l'expression  (5))  sera,  dans  l'hypothèse  admise,  un  infini- 
ment petit  de  l'ordre  d-\-i,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs 
finies  attribuées  aux  différentielles  dx  et  dy. 

Concevons  maintenant  que  l'on  pose,  pour  abréger, 

(10)  F{x~t-cLdx,  y-i-aidy) — f{x-i-ci,dx,y-^ctdy)=z-\/{aL). 

En  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  [page  123].  4''^"'*" ' (et)  sera  la  première  des 
fonctions  dérivées 

4(a),    +'(ct).    4'"('t),    &C..T.- 

qui  cessera  de  s'évanouir  avec  au;  en  d'autres  termes,  4/'""*"'''(o)  sera  la 
première  des  quantités 

4^(0),      4'(°)'     4"(o).      Sec... 
qui  obtiendra  une  valeur  différente  de  zéro.  On  aura  donc 

(11)  '\^{o)  =  0,     4''(0)  =  0,      .y{o)=ZO,     ...    ^[.''"'(o)  =  0. 

D'ailleurs,  en  ayant  égard  aux  principes  établis  dans  la  i4-'  leçon  de 
calcul  infinitésimal,  on  trouvera 
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4(o)=    F{x,y)-.f{x,y), 
^'{o)=dF{x,y)-df{s,y), 
(12)       l  ^"{o)=d^F{x,y)—d^-f{x,y), 

&c 

^<''\o)  =  d'F{x,y)-d''f{x,y), 

Donc  on  aura,  pour  le  point  commun  aux  deux  surfaces, 

F{x,y)  =zf{x,y), 
dF{x,y)  =  df{x,y), 
('3)       {  d^F{x,y)=d-f{x,y), 

&c 

d"F{x,y)=::d"f{x,y): 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


dx 


dy 


dy 


dx^ 


d'F{x,y)      j      j       .       d'F{x,  v)      j    , 


(•4)         == 


_  d'-fi'^.y] 


dx' 


■dx'- 


dx  dy 
dx  dy 


dy"- 

dxdy-^-^^I^dy^, 


&c 


Il^dx^-^^-Ç^dx^-Uy 

dx^  ^^   I      dx^-'dy  -^ 

\  dx  l      dx     ^  dy  '' 


d'F{x,y) 


àf 


àf 


-7-^ "'    • 

dy 


Ces  dernières  formules,  devant  suîjsister ,  quelles  que  soient  les  valeurs 
finies  attribuées  aux  différentielles  dx  ,  dy ,  entraîneront  évidemment 
Jes  équations 


(•5)< 
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F{s.y)=f[..y), 

dF[x,y)    __     df[x,y)  dF{x,y)    _     dfjx.y)  ^ 

dx  dx  dy  dy 

à-f[x,y)  __  d--f[x,y)       d'F{x,y)  _  d\f{x,y)       d^F(x,y)  d\r{x,y) 

dx"-  dx'-       '        dx  dy  dx  dy      '  d y'-  dy^        ' 

&C 

d^Fjx.y)    _Jlfyyy)_        d-'F[x,y)    __    dy{x,y) 

dx"  dx"  '       dx"-' dy      dx"-' dy       '   '  '" 

d'F{x,y)     __    d"f{x.y)  d"F{x.y)     d^f{x,y} 

'  ■  ■        dxdy"-'  dxdy"-'       '  dy"  dy" 

Par  conséquent  ,  lorsque  deux  surfaces  se  touchent  en  un  jioint  où  le 
plan  tangent  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  i,  non-seulement  pour  le 
point  dont  il  s'agit,  l'ordonnée  z,  considérée  comme  fonction  des  deux 
variables  indépendantes  x ,  y ,  et  ses  dérivées  partielles  du  premier 
ordre ,   savoir , 

ne  changent  pas  de  valeurs  dans  le  passage  de  la  première  surface  à  la 
seconde  ,  mais  il  en  est  encore  de  même  des  dérivées  partielles 

[  d'i  d^i  d'i 

'  "j — T~  '  " 


dx'  dxdy  dy^ 


(17)         \  d^i  d^l  d^l  d^l 

&C 


d x>  dx'^  dy  dxdy''  dyi 


jusqu'à  celles  dont  l'ordre  co'incide  avec  le  nombre  entier  égal  ou  im- 
médiatement sïpérieur  à  l'ordre  du  contact  :  en  d'autres  termes,  si  l'on 
désigne  par  /;  ce  nombre  entier ,  l'ordonnée  i  et  ses  différentielles  totales 
des  divers  ordres  jusqu'à  celle  de  l'ordre  //,  c'est-à-dire,  les  quantités 
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conserveront  les  incmes  valeurs  dans  le  passage  de  la  première  surface 
à  la  seconde  ,  quelles  que  soient  les  valeurs  assignées  aux  Jifféren- 
tielles  dx ,  dy  des  variables  indépendantes. 

Corollaire  ^/  Si ,  les  deux  surfaces  ayant  un  contact  de  l'ordre  c , 
le  plan  tangent  commun  devenait  parallèle  à  l'axe  des  i,  alors,  en  at- 
tribuant aux  valeurs  des  coordonnées  x ,  y  qui  se  rapportent  au  point/ 
de  contact  des  accroîssemens  infiniment  petits  du  premier  ordre,  on 
ne  trouverait  pas  généralement  pour  les  valeurs  correspondantes  de  L. 
différence 

un  infiniment  petit  de  l'ordre  a-\-\.  Néanmoins,  on  pourrait  encore 
déterminer  l'ordre  du  contact  par  la  méthode  dont  nous  avons  fait 
usage,  en  substituant  l'une  des  variables  x,y  à  la  variable  i-  Ainsi,  par 
exemple ,  pour  montrer  que  les  deux  surfaces 

2  =  xT(i_/)3,        i  —  x~^[x-y^)'^, 

qui  touchent  à  l'origine  le  plan  des  y,  i,  ont  en  ce  point  un  contac 
du  second  ordre,  il  suffira  d'observer  que  leurs  équations  résolues  p 
rapport  à  x  prennent  les  formes 


Û' 


.-    ^' 


et  que  la  différence 


est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  quand  on  coisidère  /  et  i 
comme  des  infiniment  petits  du  premier  ordre.  Qiiant  .1  la  différence 
f[x,y)  — f{x,  y)  ,  elle  se  réduit  dans  cet  exemple  à 

et  lorsque  l'on  considère  x  et  y  comme  des  infiniment  petits  du  premie^ 
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ordre  ,  elle  est  une  quantité  infiniment  petite  ,  non  plus  du  second 
ordre,  mais  de  l'ordre  —  seulement. 

Corollaire  ^.'  Lorsque  le  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces 
n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  i,  et  que  l'ordre  du  contact  est  un  nombre 
entier  ,  il  suffit,  pour  déterminer  cet  ordre,  de  chercher  quelle  est  la 
dernière  des  équations 

[iç))    f{x,y)=f{x,y),  Jf{x,y)  =  J/{x,y),    d^F{x, y)  =  cl^f{x.  y) ,    &c. 

qui  se  trouve  véritiée  pour  le  point  de  contact  ,  indépendamment  des 
valeurs  attribuées  aux  ditFérentielies  ^x ,  dy  des  variables  indépendantes. 
L'ordre  des  différentielles  totales  comprises  dans  cette  dernière  équation 
sera  précisément  l'ordre  demandé. 

Nous  observerons  en  finissant  qu'on  peut  toujours  choisir  pour  axe 
des  i  un  axe  qui  ne  soit  pas  parallèle  au  plan  tangent  mené  par  le 
point  de  contact  de  deux  surfaces.  Cela  posé,  si  l'on  réunit  le  corol- 
laire 3  du  3.^  théorème  au  théorème  2  de  la  20.'  leçon  ,  l'on  en  con- 
clura généralement  que  deux  surfaces  qui  ont  entre  elles  un  contact 
du  second  ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé  sont  osculatrices  lune  de 
l'autre;  et  réciproquement,  que  deux  surfaces  osculatrices  l'une  de  l'autre 
ont  toujours  entre  elles  ,  au  point  d'osculation  ,  un  contact  du  second 
ordre  ou  d'un  ordre  supérieur  à  2. 

FJiN    DU    TOME    PREMIER. 
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FAUTES. 


mê  medroite 

(49) 
les  formules  (62)  des  formules  (6  1  ) 

cosa^,  cosA-t-  cos/îo  cos^-+-  cos>„  ces  t 

Ta  ri  ri  sin  J^^ 

Tj  sin  /i 

OAB 

^(coS(XC0s/2jj  —  cosa,  cos,3,) 

i 

ces  r  <f"— 4^  -  ] 

{=0 

V-3^.) 


TV: 


2Ï  ijf 


/?- 


arc  cos 


y 

R 

R-y 

R 

=.  o 


Au  reste,  il  peut  arriver,  &c. . 


aymptote 
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même  droite 
(48)  - 
les  formules  (61]  des  formules  [62) 

COSaaCOSA-t-COS/SjCOS//-!-  tOS^jCOSK 

ro  r,  rj  sin  /j 
rjsin  «j 
OBC 

^  (cosflj  cos  S;  —  cos«j  cos /S,  ) 

sin  r-|rfc-   ) 

«  =r  o 

(  /i  —  r  )  cos  ;;  T 


arc  cos  • 


arc  cos  (  -+ 


Â' 


(-^0 


;  c 

e 


c 


Cet  alinéa,  transposé  par  erreur,  doit  être 
reporté  à  la  page  62 ,  à  la  suite  des  for- 
mules (3  c). 
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dy 
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-r-  d'x-i-l  -, —  dX  dy  -+-  -;—  dx- 
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dx 


dx  dy 
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J--X 
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négatifs 
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rapport  —  devient  de  plus  en 
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seconde 

première 
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d„ 
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